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"Educar verdadeiramente ndo é ensinar fatos novos ou
enumerar formulas prontas, mas sim preparar a mente
para pensar.” (Albert Einstein)

“A matemdtica é o alfabeto com o qual Deus escreveu o
Universo.” (Galileu Galilei)

“Se a educagdo sozinha ndo transforma a sociedade, sem

ela tampouco a sociedade muda.” (Paulo Freire)



RESUMO

A presente monografia tem por finalidade desenvolver um manual de utilizagdo do
software Geogebra no ensino de derivadas, com o objetivo de auxiliar os docentes e
alunos na compreensao grafica do referido conceito mateméatico. O trabalho aborda
0 contexto historico da derivada, as técnicas de derivagcao, bem como um apanhado
histérico do software Geogebra, as principais ferramentas e comandos, além da
construgcdo de uma sequéncia didatica-pedagdgica para o ensino do conceito de
derivada, tornando a abordagem ludica e atual. O ensino de derivadas caracteriza-
se como um processo abstrato, pois trata-se de um conceito novo para boa parte
dos alunos. E visivel a dificuldade encontrada no processo de ensino desse
conteudo, devido a necessidade de representacoes graficas e algébricas, o que
muitos alunos caracterizam como dificil e arduo. O uso do software Geogebra
proporciona novas abordagens pedagdgicas aos professores, 0 que resulta
positivamente no processo de ensino, bem como a adog¢do de novas posturas nas
praticas pedagdgicas.

Palavras-chave: Derivada; Software Geogebra; Ensino; Praticas Pedagogicas.



ABSTRACT

The present monograph aims to develop a manual for the use of the Geogebra
software in the teaching of derivatives, with the aim of helping teachers and students
in the graphic understanding of the aforementioned mathematical concept. The work
addresses the historical context of the derivative, the derivation techniques, as well
as a historical overview of the Geogebra software, the main tools and commands, in
addition to the construction of a didactic-pedagogical sequence for teaching the
concept of derivative, making the approach playful and current. The teaching of
derivatives is characterized as an abstract process, as it is a new concept for most
students. The difficulty encountered in the teaching process of this content is visible,
due to the need for graphic and algebraic representations, which many students
characterize as difficult and arduous. The use of Geogebra software provides new
pedagogical approaches to teachers, which positively results in the teaching process,
as well as the adoption of new postures in pedagogical practices.

Keywords: derivative; Geogebra Software; Teaching; Pedagogical practices.
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1 INTRODUCAO

O processo de ensino e aprendizagem em matematica, exige do docente uma
intensa busca por metodologias assertivas e praticas diversificadas de ensino
aprendizagem. O ensino de derivadas, seja no Ensino Superior ou Secundario é
considerado um assunto de dificuldade extrema e inaplicaveis por boa parte dos
alunos, e um dos principais motivos é a nao visibilidade de aplicagdes diretas.

Diante do exposto, o presente trabalho foi elaborado com o objetivo de
apresentar uma proposta de ensino de derivadas, com a utilizacdo do software
Geogebra, através de uma linguagem clara e acessivel, bem como desenvolver um
manual de apoio, com o intuito de ajudar nessa alternativa de ensino, contribuindo
assim no processo de ensino-aprendizagem.

De acordo com Hallal (2016) o uso de Softwares computacionais aplicados,
possibilitam uma inovacdo no ensino, que podem ajudar na abordagem desses
conteudos, pois s&o considerados uma ferramenta auxiliar na construcdo de
conceitos e aplicacao relacionados ao ensino de matematica, o que permite criar
situagdes de aprendizagem estimulante. Além disso, o uso dessas ferramentas pode
viabilizar a constru¢do do conhecimento, de maneira autbnoma e independente.

O trabalho esta dividido em quatro capitulos, onde no capitulo 1 é
apresentado o contexto histérico da derivada, a definicao e as principais técnicas de
derivacao.

No capitulo 2 é apresentado o software Geogebra, discutindo a origem, a
interface e as principais ferramentas, bem como a importancia de utilizar o software
para auxiliar o processo de ensino-aprendizagem, enriquecendo assim a pratica
docente na constru¢do do conhecimento.

O terceiro capitulo, aborda a derivada no Geogebra, na qual, através de
exemplos, foram feitas construcbes geométricas, para auxiliar os alunos na
interpretagédo e visualizagdo grafica da derivada em um determinado ponto. Além
das construgdes geométricas, foi desenvolvido uma ferramenta didatica para auxilio
dos alunos durante a resolucao de exercicios, no qual os alunos poderao explorar o
grafico da funcao f(x), a representacdo geométrica da derivada f'(x), além de
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conferir se o valor encontrado nos célculos manuais condiz de fato com o valor da
derivada.

Finalizando, o capitulo 4 faz uma abordagem acerca das aplicacoes
cotidianas das derivadas, dando uma énfase maior na otimizacdo de problemas,
onde através das derivadas obtém-se a maximizacdo ou minimizacao de
determinado fendmeno, com resolucdes de exemplos e representacao grafica no

software Geogebra.
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2 A DERIVADA

2.1 Contexto historico

De acordo com os relatos histéricos, a matematica nasceu na babil6énia, por
volta do ano 3500a.C, da necessidade de contar objetos. Criada por grandes
matematicos, com o passar dos anos tornou-se uma ciéncia sistematizada que,
através da abstracao, sintetiza ideias.

O calculo € uma das técnicas mais utilizada na matemética, e foi estudado
por variados filésofos dos séculos passados. Entretanto somente no século Xll que
de fato o calculo comegou a dar seus primeiros passos e ter avangos significativos.

A partir de certos artefatos encontrados apontam resultados de que a partir
da geometria e da algebra o calculo foi desenvolvido, sendo usado para o célculo de
areas e volumes de objetos.

Os primeiros sinais do uso do calculo foram encontrados nos Papiros de

Moscou e Rhind.

Figura 1 - Papiros de Moscou e Rhind

Fonte: Wikipedia

No Papiro de Moscou (1800 a.C.), foram achados resultados sobre o célculo
de areas e volumes, como exemplo, o volume de um tronco de pirdmide. J& no
Papiro de Rhind (1600 a.C.), um papiro egipcio, foram encontrados resultados

matematicos, como exemplos, o volume de uma piramide quadrada era calculado

1 . , , .
como do volume do prisma retangular e a area de um circulo era obtida por um

. , 8 i n ,
quadrado cujo lado é 5 do didametro do circulo.
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O desenvolvimento da teoria do calculo diferencial e integral, envolve
Newton e Leibniz como percussores e construtores de tal teoria, ambos em seus
estudos e contribuicées chegaram a resultados semelhantes sem a influéncia um do
outro, sendo nos dias atuais considerados como os inventores do Calculo.

Os dois exploraram a relagao entre derivadas e integrais, usando tal relacao

para transformar o céalculo em um método matematico sistematico.

Figura 2 - Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Von Leibniz

Fonte: Wikipedia

Apesar de Newton e Leibniz serem os principais colaboradores para o
crescimento do calculo, por algum tempo depois, segundo Eves,

[...] os fundamentos do célculo permaneceram obscuros e despercebidos,
pois era a enorme aplicabilidade da matéria o que atraia os primeiros
pesquisadores. Por volta de 1700, a maior parte do célculo que hoje se vé
nos cursos de graduacao j4 fora estabelecida, juntamente com tépicos mais
avangados, como o célculo de variagées. O primeiro texto de calculo foi
publicado em 1696; seu autor, a marqués de L’hospital (1661- 1704), por
um acordo singular, publicou as ligdes que recebera de seu professor
particular, Johann Bernoulli. Nesse livro encontra-se a chamada regra de
L’hospital, para determinar o limite de uma fragdo cujo numerador e cujo
denominador tendem simultaneamente para zero [...]. (EVES, 2007, p. 444).

O calculo de derivada teve seus primeiros passos na Grécia antiga, com a
finalidade de resolver problemas geométricos ligados a estudos de tracados de retas
secantes e retas tangentes a uma dada curva.

No inicio do século XVII, Descartes e Fermat introduziram as coordenadas

cartesianas, tornando possivel a transformacdo de problemas geométricos em
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problemas algébricos, mas foi Fermat mesmo sem ter notacdes apropriadas e o
conceito de limites ndo muito claro, que deu inicio ao conceito de derivadas. Foi
enquanto se dedicava ao estudo de algumas funcées que Fermat deu conta das
limitac6es do conceito classico de reta tangente a uma curva como sendo aquela
gue encontrava a curva num unico ponto.

Tornou-se assim importante reformular tal conceito e encontrar um processo
de tracar uma tangente a um grafico num dado ponto - esta dificuldade ficou
conhecida na Histéria da Matematica como o " Problema da Tangente”. Fermat
resolveu esta dificuldade de uma maneira muito simples: para determinar uma
tangente a uma curva num ponto P considerou outro ponto Q sobre a curva;
considerou a reta PQ secante a curva. Seguidamente fez deslizar Q ao longo da
curva em direcao a P, obtendo deste modo retas PQ que se aproximavam duma reta
t a que Fermat chamou a reta tangente a curva no ponto P.

Fermat notou que para certas fungdes, nos pontos onde a curva assumia
valores extremos, a tangente ao grafico devia ser uma reta horizontal, j& que ao
comparar o valor assumido pela fungdo num desses pontos P (x, f(x)) com o valor
assumido no outro ponto Q (x+E, f(x+E)) préximo de P, a diferenca entre f(x+E) e f(x)
era muito pequena, quase nula, quando comparada com o valor de E, diferenca das
abcissas de Q e P. Assim, o problema de determinar extremos e de determinar

tangentes a curvas passam a estar intimamente relacionados.

2.2 Definicao

O conceito de derivada esta intimamente relacionado a taxa de variacado
instantdnea de uma funcao, o qual esta presente no cotidiano das pessoas, através,
por exemplo, da determinacédo da taxa de crescimento de uma certa populacdo, da
taxa de crescimento econémico do pais, da taxa de redug¢do da mortalidade infantil,
da taxa de variacdo de temperaturas, da velocidade de corpos ou objetos em
movimento, enfim, poderiamos ilustrar inUmeros exemplos que apresentam uma
funcdo variando e que a medida desta variacdo se faz necessaria em um
determinado momento.

Para entendermos como isso se da, inicialmente vejamos a definicao

matematica da derivada de uma fun¢gdo em um ponto.
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Definicao: Se uma fungéo f € definida em um intervalo aberto contendo x,, entédo a

derivada de f em x,, denotada por f ’ (x,), € dada por:

’ . flxo+Ax)—f(xq)
f xXn) = lim == -
( O) A)lc—>0 Ax ’

se este limite existir, Ax representa uma pequena variagdo em X, proximo de x,, ou
seja, tomando x = x, + Ax, sendo assim AX = X — x,, a derivada de f em x,, pode

também se expressa por
X—Xo

f’(xo) = lim f(x)—f(xo)_
X—Xg

Tomemos a fungéo f(x) = 5x% — 4x + 8 como exemplo. Vamos encontrar a derivada
da funcéo f(x) no ponto x,.

f(xo +4x) — f(x0)

f'(xo) = Lim

Ax
£ = lim [5(xo + Ax)% — 4(xo + Ax) + 8] — [5(xg)?* — 4(x,) + 8]
Ax—~0 Ax
, o [5x9% 4+ 10x04x + 104x?% — 4xq — 44x + 8] — [5x0° — 4xo + 8]
f1(x) = Jim, Ax
, _ 5x9% + 10xp4x + 104x? — 4xy — 44x + 8 — 5x4% + 4x, — 8
o) = fim, Ax
~ 10xy4x + 5Ax% — 4Ax
f1(xo) = Jlim, ax

f'(xg) = Ale;r_r)lo 10x, + 54x — 4
f(xo) = lim 10xo — 4
Tratando a derivada como uma forma geométrica, temos que a derivada da funcao f
em x,, € a inclinacao da reta r, tangente ao grafico de f em P,. Ou melhor dizendo,
uma reta tangente a funcao f, em (x,, f(x,)), € a reta que passa em (x,, f(x,)), cuja
inclinacao é igual a derivada de f em x;,, ou f ' (x,).
Dentre as principais formas de notagdo de uma derivada as que sdo mais utilizadas

sao a representacao de Lagrange (y' = f'(x), e a de Leibniz % ou % [f(x)].
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2.3 Técnicas de derivacao

O processo de calculo da derivada é denominado derivacdo. Assim, a
derivagao é o processo de derivar uma funcao f’' de uma funcao f . Se uma funcao
possui uma derivada em x;, ela sera derivavel emx,. Isto é, a fungdo f sera
derivavel em x; se f(x;) existir. Uma funcao sera derivavel em um intervalo aberto
se ela for derivavel em todo nimero no intervalo aberto.

As técnicas de derivacao sao formas de generalizar a derivada de algumas
funcdes. Elas sao muitos Uteis quando, ao resolver um problema, podemos

identificar a forma que a sua expressao assume.

2.3.1 Derivada de uma funcao constante
Seja a funcéo f(x) = ¢ uma funcao constante entao:

Teorema 1
Se a derivada de uma funcao constante € 0, isto é, se ¢ for um namero real

qualquer, entéo f'(x) = 0

Demonstracao
Seja f(x) = ¢, temos:

o) = i [T+ T

Obtendo
f(x+ h) =ceque f(x) =c, entao:

fon g €—C
F =i

o =l
! . 0
e = i
f'(x) =1imo
f[x)=0

2.3.2 Derivada de uma funcao poténcia

Seja a funcao f(x) = x™ uma funcao de n € N* temos:

Teorema 2

Se uma funcao do tipo f(x) = x™ em que n € N*, entdo sua derivada é f'(x) =
nx™ 1,
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Demonstracao
Seja f(x) = x™ , temos:

f'(x) =lim fx+h) —f(x)

h—0 h

Obtendo
fx+h)=(x+Rm)"

Desenvolvendo o Bindmio de Newton (x + h)™ temos:
foc+h) = (3)xmh0+ () x"h+ () am2h2 + - () " an

e que f(x) = x".
Substituindo teremos:

0 ) ) xn-2 (™Y 0 pn
f'(x)=;li_r)1(1)(0)xnh0+(1)xn h+(221xn h? + (n)x R

g Q) ()

™) xn M n-2 () 40
f’(x)=m(1)xn 1h+(2)x7; R+ ()% b

f(x)=1lim -

=g () v ()
@ = () (o e (et

fe= (7))

f) = no
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eorema 3
e uma funcdo do tipo f(x) =x™ em que n € N*, e ¢ uma constante e g(x) =
c. f(x) entdo sua derivada é g'(x) = c. f'(x).

Demonstracao

v v gx+h)—g(x)
960 =Jm =

Fazendo g(x) = c. f(x)

1oy = i FET W — cf ()
90 =lm=—

f(x+h) - f(x)
¢ h

g'(x) = lim

fx+h) - f(x)

g'(x) = clim h

g'(x) = cf'(x)

2.3.3 Derivada de Soma e Diferenca de funcoées

Sejam as funcgdes f(x), g(x) e h(x) em que h(x) = f(x) + g(x) , temos:
Teorema 4
Se f(x) e g(x) forem fungdes e se h(x) for a funcédo definida por h(x) = f(x) +

g(x) entao, se f'(x) e g'(x) existirem logo h'(x) = f'(x) + g'(x)

Demonstracao

Derivando a funcéao h(x), temos:

h(x + h) — h(x)
h

h'(x) = 511_1)1(1)

Sendo h(x) = f(x) + g(x) logo:

Hix) = li [f(x+h)+g(x+h)]-[f(x)+ gx)]
(x)_;f—% h

K (x) = }jggf(x +h)+g9kx +hh) —f(x) —gkx)

o) = tim [T S glx )~ g
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+ lim

h (x) - }11—171(} h-0

fx+h) - fx)
h h

[g(x +h) - g(x)]

h'(x) = f'(x) + 9'(x)

2.3.4 Derivada de um Produto

Sejam as fungdes f(x), g(x) e h(x) em que h(x) = f(x).g(x) , temos:

Teorema 5
Se f(x) e g(x) forem funcdes e se h(x) for a funcdo definida por h(x) =

f(x).g(x) entdo se f'(x) e g'(x) existirem logo h'(x) = f'(x).g(x) + f(x).g'(x)

Demonstracao
Derivando a funcéao h(x), temos:

h(x + h) — h(x)
h

JONT

o) = 1 P -8C 4 )~ £, 9@
h—0 h

Agora teremos que adicionar e subtrair a quantidade f(x + h). g(x) no numerador.
, . fx+h).gx+h)+ f(x+h).gx)—f(x+h).gx) - f(x).g(x)

h'(x) = lim

h—-0 h

Colocando em evidéncia

h) —
(x + ’z y(x)+g(x)

h'(x) = lim [f(x +n? flx+ h’)l - f(x)]

h) — h) —
W) = lim f e+ ) Lim ZE I iy gy iy SO W =T

Dai temos que:
lim f(x + ) = £(x)

. glx+h) —gk)
lim =
h—-0 h

g'(x)



limg(x) = g(x)

lim f(x+h) f(x)zf,(x)

h—-0

Logo teremos:
h'(x)=f(x).g'(x) + g(x). f' (%)
O que é o mesmo que:

h'(x)=f(x).gx) + f(x).g'(x)

2.3.5 Derivada de um Quociente
Sejam as fungdes f(x), g(x) e h(x) em que h(x) = f(x).g(x) , temos:

Teorema 6
Se f(x) e g(x) forem funcdes e se h(x) for a funcao definida por h(x) =

& ' (x).g(x)-f(x).9' %)
g(x) [g()]?

entao, se f'(x) e g'(x) existirem logo h'(x) =

Demonstracao

Derivando a funcao h(x), temos:

h(x + h) — h(x)
h

fx+h) fx)
gix+h) g
h

Resolvendo m.m.c. no numerador e fazendo a divisdo das fragdes, temos

R'(x) = lim f(x+h).g(x)—f(x).g(x+ h)
)= w5 h.g(x).g(x+ h)

h'(x) = }11_1)1(1)

JONT

Agora teremos que adicionar e subtrair a quantidade f(xy).g(x¢) no numerador.

f(x+h) gx) —f(x).g(x) — f(x).gx + h) + f(x). g(x)
h.g(x).g(x + h)

g(x) f(x + h’z — f(x)] _ [f(xo)g(x + h]z — g(x)

g(x).g(x+h)

h'(x) =

h'(x) = ;11113
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limg(x).limf(x ks h,)l — ) _ ;lilt(}f(x)_;li_%g(x"' h}z —g(x)

lim g(x).lim g(x + h)
Dai temos que:

limg(x) = g(x)

fx+h) - fx)
m

W
lim £(x) = f(x)
i IEE 8@ _

h—-0 h
limg(x + h) = g(x)

Logo teremos:

gx).-f'(x) - f(x).g'(x)

S e W (€3

2.3.6 Derivada de uma Funcao Poténcia com Expoente Negativo
Seja a funcéo f(x) = x ™" uma funcédo de —n € Z* temos:

Teorema 7
Se uma fungao do tipo f(x) = x™ em que —n € Z*, entdo sua derivada é f'(x) =
- nx L

Demonstracao

Se - n for um nimero inteiro negativo, entdo n sera inteiro positivo.

1
f@) ==
Utilizando o Teorema 6, temos:
20— 1.nx"1
(x™)?

_nxn—l

f®=—7z

0=
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fl(x) — _nxn—l—zn

f'(x) = —nxt

2.3.7 Derivada da Funcao Seno

Seja a fungéo seno f(x) = sen x, temos:

Teorema 8
Se uma funcao do tipo f(x) = senx Va € R, entdo sua derivada é f'(x) = cos x ..

Demonstracao
Aplicando a definigdo de derivada,

fx+h) - fx)
h

f'() = lim
sen(x + h) — sen(x)
h

f'(x) = lim

Utilizando as transformacgdes trigonométricas,
sen (x) cos(h) + cos(x) sen (h) — sen(x)
h

f'G) = lim
Colocando em evidéncia o sen (x)
sen (x)[cos(h) — 1] I cos(x) sen (h)

Fea =i h N —
() = (=D i 1 —cos(h) I I I sen(h)
f(x)=(- )hl_I)T(l)T.hl_r)% sen x + lim cos(x) . lim

Utilizando limites, teremos
f'(x)=—0.senx+cosx .1

f'(x) =cosx

2.3.8 Derivada da Funcao Cosseno

Seja a funcéo cosseno g(x) = cos x, temos:

Teorema 9
Se uma fungao do tipo g(x) =cosx Va€eR, entdo sua derivada é g'(x) =
—sen x.
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Demonstracao
Da definicao de derivada,
g(x+h)—g(x)

g'(x) = lim

h
o) = 1i cos(x + h) — cos(x)
g = fim =

Utilizando as transformacdes trigonometricas

cos(x).cos(h) — sen(x).sen(h) — cos(x)

g'(x) = lim -

Colocando em evidéncia o cos (x)
) = i cos (x)[cos(h) — 1] y sen(x) sen (h)
g'(x) = |im h R0 n
) ~ 1—cos(h) _ ) _ sen(h)
gx) =(-1) }ll_r%T.}ll_r% cos (x) — }ll_rg sen (x). }ll_r)r(l) A
Utilizando limites, teremos
gx)=—-0.cosx —senx.1
g’ (x) = —senx

2.3.9 Derivada da Funcao Tangente

Seja a fungao tangente h(x) = tg x, temos:

Teorema 10
Se uma funcéo do tipo h(x) =tgx Va ¢§+ kr, k € Z, entdo sua derivada é

h'(x) = sec® x.

Demonstracao

Como a fungao tangente é tg x = % vamos utilizar a derivada de um quociente.

Fazendo f(x) = senx € g(x) = cosx , e que f'(x)=cosx e g'(x) =—senx
temos:

_ @ ooy _ P09 —f().g' )
h(x) = g(x) > K@) [g(0]?

cos(x).cos(x) — sen(x).[—sen(x)]
[cos(x)]?
cos?(x) + sen®(x)

cos?(x)

h'(x) =

h'(x) =
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Utilizando as relagdes trigonometricas,
1
cos?(x)

h'(x) =

Utilizando as relagdes trigonometricas, temos que
h'(x) = sec*(x)

2.3.10 Derivada da Funcao Secante

Seja a funcao secante h(x) = sec x, temos:

Teorema 11
Se uma funcdo do tipo h(x) =secx Va€R, entdo sua derivada € h'(x) =

sec (x).tg(x) .

Demonstracao
~ ) 1 e . .
Como a fungéo secante € sec x = —— vamos utilizar a derivada de um quociente.

Fazendo f(x) = 1e g(x) = cosx, eque f'(x) = 0e g'(x) = —senx, temos:

h(x) = f® S K@) = f(x).9(x0)—f(x).9"(x)

g(x) [g(0)]?
N cos(x).0 — 1.[—sen(x)]
W(x) = [cos (x)]?
oy Sen (x)
) = cos?(x)

Porém, podemos melhorar assim:

1 sen(x)

hx) = cos(x) cos(x)

Utilizando as relagdes trigonometricas, temos que:
h'(x) = sec(x).tg(x)

2.3.11 Derivada da Funcao Cossecante

Seja a funcao cossecante h(x) = cossec x, temos:

Teorema 12
Se uma funcao do tipo h(x) = cossecx VY a € R, entdo sua derivada € h'(x) =
—cossec (x).cotg(x).
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Demonstracao
~ P 1 . .
Como a fungdo cossecante é cossec x =—— vamos utilizar a derivada de um
quociente.
Fazendo f(x) = 1e g(x) = senx, eque f'(x) = 0e g'(x) = cos x temos:

h(x) = f® S K@) = f(x).9(0)—f(x).9"(x)

g(x) [g(0)]?
N 0.sen(x) — 1.[cos(x)]
" T e r
o« —cos(x)
) = sen® (x)

Porém, podemos melhorar assim:

1 cos(x)
sen(x) sen (x)

W) = (=1

Utilizando as relacdes trigonometricas, temos

h'(x) = — cossec(x).cotg(x)

2.3.12 Derivada da Funcao Cotangente

Seja a fungao cotangente h(x) = cotg x, temos:

Teorema 13
Se uma funcdo do tipo h(x) =cotgx Va€R, entdo sua derivada é h'(x) =

—cossec? (x).

Demonstracao

cos x

Como a fungdo cotangente é cotg x = vamos utilizar a derivada de um

senx
quociente.
Fazendo f(x) = cosx e g(x) = senx , e que f'(x)= —senx e g'(x) =cosx

temos:

f(x) ’ f(x).9(x)—f(x).g' (x)
h =— = h =
™= ) PR

[—sen (x)].sen(x) — cos(x). cos (x)
[sen(x)]?

h'(x) =

) = —sen?(x) — cos?(x)

sen?(x)
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Porém, podemos melhorar assim:
(—1)sen?(x) + cos*(x)
sen?(x)

h'(x) =

Utilizando as relacdes trigonométricas, temos

h'(x) = —cossec?(x)

2.3.13 Derivada de uma Funcao Composta — Regra da Cadeia

Seja a fungdo composta h(x) = f(g(x), temos:

Teorema 14
Se a fungéo g for derivavel em x e a fungéo f for derivavel em g(x), entédo a
funcdo composta f(g(x)) ou fog sera derivavel em x, e (fog)'(x) =

f'(g())g' ().

Demonstracao
Precisamos mostrar que existe o seguinte limite:

Ay fxe+Ax)—f(x) . h(g(x+4x)) — h(g(x))
lim — = lim = lim
Ax-0Ax  Ax-0 Ax Ax—0 Ax

Sendo u = g(x), colocamos Au = g(x + 4x) — g(x). Entdo, Au depende de 4x e,
quando 4x — 0, temos 4du — 0.
Temos assim,
gx+A4x) =g(x) +du=u+ A4u
e podemos escrever: h(g(x)) = h(u) e h(g(x + 4x)) = h(u + 4u). Logo,

lim2 = lim M_

Ax—0 4x Ax—0 Ax
Suponhamos que 4u # 0. Entao,

Ay . h(u+4u) — h(uw) . h(u+ 4u) — h(u) Au
lim —= lim = lim —

Ax—0Ax  Ax—0 Ax Ax—0 Ax Au
lim h(u+Au)—h(u) Au _ h(u+4u)—h(u) g(x+4x)—g(x) (*)
Ax—0 Au TAx | Axs0 Au ) Ax

Quando 4x — 0, temos Au — 0, e utilizando a hipotese, temos:

lim 22 = ' (w). g'(x) = h'(9(x)). g'(x),

Ax—0 Ax

0 que completa a prova no caso em que Au # 0.

2.3.14 Derivada da Funcdo Exponencial
Seja a funcéo f(x) = a*,ondea > 0e a # 1, temos:

Teorema 15
Se uma funcéao do tipo f(x) = a*com a > 0e a # 1, entdo sua derivada é f'(x) =

a*.lna.
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Demonstracao
Da definicao de derivada,

fx+h) —fx)

fo = fim =
- x+h __ a®
Fe) = fim=—y
Evidenciando a*
’ o ad*a" -1
fG) = lim———
Separando o limite de um produto
a -1

I
) = Jma i =

ah—

. 1 , ..
Como }llrr(l) —=Inaéo limite fundamental, logo
e

f(x) =a*.Ina

2.3.15 Derivada da Funcao Logaritmica

Seja a funcao f(x) = log, x,ondea > 0¢e a # 1, temos:

Teorema 16
Se uma funcao do tipo f(x) =log,x com a>0 e a+# 1, entdo sua derivada é

fl(x)=—

xIna

Demonstracao
Da definicao de derivada,

fOe+h) - fx)
h

f'() = lim

log,(x + h) —log, x
h

f'G) = lim

Pela propriedade do logaritmo de uma divisao, temos:
(x+h)

VEN 1 a  x
) = fim =

7o =l 1)



Pela propriedade do Logaritmo de uma poténcias, temos:
1

) : h h
f(x)= }ll_r}r(l) log, (1 + ;)

.y . ~ _h
Dividindo o numerador e denominador da fracédo ~ por h, temos
1

f'(x) = lim |log (1 +%)
h-0 a /

T . ~ 1
Multiplicando o numerador e denominador da fracdo expoente - por x, temos

X
X

==

_ 1
f(x)= }ll_r% log, <1 + %>
i 5

xh
f(x)= }ll_r% log, <1 + %>

A . P . 1
Transformando poténcia de poténcia o expoente no produto %.; temos:

RlR

| 1\
f(x)= }ll_r)% log, <1 + %>

Existe uma propriedade em que
limlog, f(x) = log,lim f(x) , logo
h—a h—-a

RlR

1 \h
f'(x) =log, hm(1+x/>
h

Aplicando a propriedade do logaritmo de uma poténcia, temos
X

1\
f(x)=- loga 11m<1+x/>
h

Pelo Limite Fundamental, temos

1
[ = ~logg e

Fazendo a mudanca de Base do Logaritmo para a base e, temos

30



l _logee 1
ogae_logea_lna

Logo a derivada também pode ser expressa na formula:

1
x.lna

fx) =

31
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3 O SOFTWARE GEOGEBRA

3.1 Contexto Historico e Utilidades

O GeoGebra é um software de matematica dinamica para todos os niveis de
ensino, reunindo em um Unico pacote Geometria, Algebra, Planilha de Célculo,
Gréficos, Probabilidade, Estatistica e Calculos Simbdlicos, desenvolvido durante
alguns anos por Markus Hohenwarter na Universidade de Salzburg em 2001, e mais
tarde, levado para a Universidade Florida Atlantic de 2006 a 2008. Atualmente, o
projeto esta na Universidade de Lins, no qual conta com uma equipe de
desenvolvedores Open-Source.

O programa permite realizar construgdes geométricas com a utilizacao de
pontos, retas, segmentos de reta, poligonos etc., assim como permite inserir fungdes
e alterar todos esses objetos dinamicamente, ap6s a construcdo estar finalizada.
Equacdes e coordenadas também podem ser diretamente inseridas.

Portanto, 0 GeoGebra é capaz de lidar com variaveis para numeros, pontos,
vetores, derivar e integrar funcdes, e ainda oferecer comandos para se encontrar
raizes e pontos extremos de uma funcdo. Com isto, o programa reune as
ferramentas tradicionais de geometria com outras mais adequadas a algebra e ao
céalculo. Isto tem a vantagem didatica de representar, ao mesmo tempo e em um
Unico ambiente visual, as caracteristicas geométricas e algébricas de um mesmo
objeto.

O projeto teve inicio como um aplicativo para desktop, mas apdés uma
campanha de sucesso no Kickstarter, o software passou para aparelhos mobile com
versdes na Apple store, Google Play, Windows Store App. O aplicativo continua em
processo de aprimoramento para apresentar o melhor em questdao de Software
sobre matematica dindmica e servicos para estudantes e professores de todo o
mundo.

O aplicativo apresenta muito recursos interativos e dindmicos para serem
utilizados em sala de aula, o que o torna uma ferramenta de grande serventia para
ensinar da maneira mais simples, conteudos que sdo considerados complexos da

matematica, com inimeras ferramentas para criacéo de objetos.
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O Geogebra possui muitas vantagens, tanto para os alunos quanto para os
professores. Para os alunos, ele torna a Matematica mais compreensivel, pois, cria
uma ponte entre Geometria e Algebra, permitindo que os alunos possam observar,
experimentar e vivenciar a matematica. Por ser um aplicativo interativo, divertido e
por ter uma interface de usuario simples, o aluno nem percebe que esta estudando,
por estar aprendendo enquanto se diverte. Por estar presente nos computadores e
tablets, o Geogebra é completamente acessivel e facil de ser usado em qualquer
lugar. Fora da classe o aluno podera estudar em diversos ambientes. O aplicativo
tira a funcdo do aprendizado apenas dos ouvidos e olhos, apenas do aprender e
decorar. Ele cria experiéncias necessarias para a absorcao de uma matéria. Desafia
a capacidade de investigacado. O aplicativo é chamativo com as suas ferramentas o
que cria a vontade nos estudantes de explorar o que ele é capaz de fazer,
aumentando assim o aprendizado. (HALLAL et al., 2016)

Para os professores, o Software permite que a aula seja mais dinamica, e
tem grande vantagem, pois o aplicativo é facil e pode ser incorporado em uma aula.
Usar o aplicativo aumenta o interesse na aula, visto que possui uma infinidade de
recursos, onde vocé pode criar a aula da forma que quiser, como achar que os seus
alunos irdo ter maior interesse e assim aumentar a produtividade da aula. Além
disso, tem conectividade em todo o mundo, e os usuarios do Geogebra fazem parte
de uma comunidade mundial que troca informacdes e experiéncias, o que faz com
qgue o professor ndo sé ensine, como também aprenda. (HALLAL et al., 2016)

Um dos diferenciais deste programa em relacdo aos outros Soffwares de
Geometria Dindmica é o fato de se poder acessar as funcdes, tanto via botdes na
Barra de Ferramenta, quanto pelo Campo de Entrada. Além disso, pode-se alterar
as propriedades dos objetos construidos utilizando a Janela de Algebra e também

por meio de algumas ferramentas do Botédo Direito do Mouse.

3.2 Interface e Ferramentas do Software Geogebra
Com intuito de facilitar as nossas construcdes futuras, veremos as principais
ferramentas, visto que muitas pessoas ndo tem nenhum conhecimento a respeito do

software, sao varias ferramentas disponiveis para uso.
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3.2.1 Tela inicial do Geogebra
O usuério ao abrir 0 software, se deparara com a respectiva tela abaixo:
Figura 3 - Tela inicial

- o x

©.7 GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir OpcSes Ferramentas Janela Ajuda Vocé entrou como Jose Vitor dos Santos Silva

AR>Sl =]

.
» Janela de Aigebra X | » Janela de Visualizagdo X
|
|
|
|
|

Entrada

Fonte: Propria

3.2.2 Barra de entrada

A barra de entrada fica localizada na parte inferior da janela do geogebra, e
permite que seja inserido coordenadas, equacgdes e funcdes diretamente pelo
teclado criando e modificando os objetos diretamente, usando suas representacoes

algébricas ou utilizando comandos.
Figura 4 - Barra de entrada

©.7 GeoGebra Classic s - o =

r Exibir OpcSes Ferramentas Janela Ajuda

Al ===l 3

> Janeia de Algebra X [»_Janeia de Visualizagao

Vocé entrou como Jose Vitor dos Santos Silva

=

Entrada

Fonte: Prépria

3.2.3 Barra de Ferramentas

A barra de ferramentas localizada na parte superior do Geogebra é dividida
em janelas, e em cada janela possui varias ferramentas que auxiliam na construcao
de pontos, retas, figuras geométricas, obter medidas de objetos construidos, entre
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outros. Para visualizar tais ferramentas, deve-se clicar sobre a seta no canto do
icone, e entdo aparecera as opcoes referentes a estas janelas.
Figura 5 - Barra de ferramentas

€7 GeoGebra Classic 5
Arquivo Editar Exibir Op¢cdes Ferramentas Janela Ajuda

N Jil oA UL~ X \ O <RI [l 252 3>

Fonte: Prépria

3.2.4 Janela de Visualizacado versus Janela de Algebra

Um objeto criado pode possui mais de uma representagdo: geométrica e
aritmética ou algébrica. A janela de visualizagdo, apresenta as representacdes
gréficas de pontos, vetores, segmentos, poligonos, funcdes, retas e cbnicas no
plano e no espaco, 0os quais sao inseridos na janela algébrica ou na entrada de
texto.

Figura 6 - Janela de Algebra e Janela de Visualizacdo

27 GeoGebra Classic 5
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

& A3 Sl lf==z]l<2-]

» Janela de Algebra > | » Janela de Visualizagao

Ponto 6T
(=1} z

[ =
(] 5
Segmento
® a=4.12 a
® b=4.24
® c=4.12
Triangulo 3
® t1=7.5

-4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 5 6 7

—~1

Fonte: Prépria
Observe que na janela de Visualizacao esta representado geometricamente

um triangulo com vértices A,Be Celados a,b ec.

Ja na janela de algebra que fica ao lado esquerdo da janela de visualizacgao,
sao exibidas as coordenadas dos vértices do triangulo, a medida de cada um dos

lados e a area do triangulo.
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3.2.5 Ferramenta para criar um ponto

Um ponto pode ser criado selecionando a ferramenta ponto na primeira
janela na barra de ferramentas ou entdo inserindo as coordenadas do ponto na barra
de entrada.

Ao clicar em um segmento, reta, poligono, conica, grafico de fungcao ou
curva, também pode ser criado um ponto nesse objeto. Para anexar um ponto a um
determinado objeto, primeiro deve se clicar em um ponto livre e, em seguida, sobre
o objeto para o qual vocé deseja anexar.

Os pontos de intersecdao de dois objetos podem ser criados selecionando
dois objetos, assim todos os pontos de intersec¢cdo serdo criados; ou entao,
clicando-se diretamente sobre uma intersec¢do de duas linhas, assim apenas um
ponto de interseccao sera criado.

Ja para obter o ponto médio entre dois pontos ou o ponto médio de um
segmento, basta selecionar a ferramenta, e em seguida clicar em dois pontos ou em
um segmento para obter o respectivo ponto médio.

Figura 7 — Ferramenta para adicionar um ponto

€2 GeoGebra Classic 5 - x

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Vocé entrou como Jose Vitor dos Santos Silva

ﬂ@/ N CREENERE

i : X
o™ Ponto 2 Visualizagio

6
<A\ Ponto em Objeto -

‘,/ Vincular / Desvincular Ponto

X Intersec&o de Dois Objetos

. Ponto Médio ou Centro 3

oZ Namero Compiexo

/'\_/ Otimizac&o
%4 Raizes

Entrada

Fonte: Prépria

3.2.6 Ferramenta para criar retas e semirretas

Uma reta pode ser criada selecionando a ferramenta reta na terceira janela
na barra de ferramentas, em seguida clicando em dois pontos na janela de
visualizacdo ou entdo pela barra de entrada inserindo o comando: Reta(<Ponto>;
<Ponto>).
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Figura 8 — Ferramenta para criar uma reta

%7 Geobebra Liassic 3 - e ~

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Vocé entrou como Jose Vitor dos Santos Silva

urnd Z BN ERINER

» Janela de / Reta - do X
<" Segmento 1
¢ 1 Segmento com Comprimento Fixo #
/ Semirreta - 4
:: Caminho Poligonal 73
" Vetor 73

7 Vetor aPartir de um Ponto

Entrada

Fonte: Prépria
Por exemplo, para construir uma reta que passa pelos pontos (2, 3) e (1, 2),

basta inserir o seguinte comando na Entrada.

Figura 9 - Comando para criar uma reta

Entrada: Reta((2, 3),(1, 2))

Fonte: Prépria

Na imagem abaixo as retas foram construidas utilizando a ferramenta reta e
outra através do comando na barra de entrada.

A reta ffoi construida utilizando a ferramenta Reta e, em seguida, clicando-
se em dois pontos na Janela de Visualizacdo. A reta g foi construida digitando na
barra de entrada o comando: Reta ((0, 1), (-1, 2)).
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Figura 10 - Representacao de Retas no Geogebra

7 GeoGebra Classic 5 ~ X

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

DREENNERENER

» Janela de Algebra Xl | » Janela de Visualizagdo X
Ponto
® A=

Vocé entrou como Jose Vitor dos Santos Silva

® B=(5
Reta

@ fix+y=4
® gx-y=-1

Fonte: Prépria
A construcao de semirretas € analoga ao das retas, clicando-se na opcao
Semirreta e, em seguida, clicar em dois pontos na Janela de visualizacao.
Digitando o comando Semirreta na barra de entrada, o Geogebra
apresentara duas possibilidades de sintaxe.

Figura 11 - Comando para criar uma semirreta

Semicirculo( <Ponto>, <Ponto> )

'\Semirreta( <Ponto Inicial=, <Ponto>)
|Semirreta( <Ponto Inicial>, <Vetor Diretor> )
Entrada: Sen n[

Fonte: Prépria
Na primeira sintaxe, € necessario digitar dois pontos para um obter uma
semirreta. Por exemplo, ao digitar Semirreta ((0,1), (1,3)), constr6i se uma semirreta

com origem em (0,1) passando por (1,3).
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Figura 12 - Representacao de Semirretas no Geogebra

€2 GeoGebra Classic 5 = X

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

AP OTON SN =2 <)
anelavde/Allgvebra X

Semirreta
® f2x+ry=1

Vocé entrou como Jose Vitor dos Santos Silva

» Janela de Visualizagéo X

10

°

8

Fonte: Prépria
Ja na segunda sintaxe, se faz necessario a construcdo de um vetor
previamente ou alinhar o comando Vetor no comando Semirreta. Por exemplo,
digitando-se Semirreta ((0,0), u), constréi se uma semirreta com origem em (0,0) e

paralela ao vetor u previamente construido.

3.2.7 Ferramenta para criar retas perpendiculares, Paralelas e Tangentes

A construcdo de retas perpendiculares, paralelas e tangentes podem ser
criadas utilizando as ferramentas da quarta janela da barra de ferramentas.

Figura 13 - Ferramenta para adicionar retas perpendiculares, paralelas

%> GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

% J[ AN A B[S <=2 2]

» Janela de Algebra io
0 Reta Perpendicular

Reta Paralela

Mediatriz

AT

dlle}

LI N

L0
0
N

Bissetriz

Reta Tangente

Reta Polar ou Diametral
Reta de Regress3o Linear

Lugar Geomeétrico

Fonte

: Propria
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3.2.7.1 Retas Perpendiculares

Através da ferramenta Reta Perpendicular podemos construir retas
perpendiculares a uma reta, a uma semirreta, a um segmento e a um vetor. Para
construir uma reta perpendicular a uma reta, basta clicar na ferramenta Reta

Perpendicular e, em seguida, clicar na reta e por ultimo clicar em um ponto sobre a
reta ou nao pertencente a ela.

Na figura abaixo a reta g é perpendicular a reta f por um ponto A nao
pertencente a f. A reta h é perpendicular a reta fpor um ponto B pertencente a f.

Figura 14 - Retas Perpendiculares

€7 GeoGebra Classic 5 — x

Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda Vocé entrou como Jose Vitor dos Santos Silva

s NIl . o||l[a=

& ARl <N =]

» Janela de Algedbra | Reta Perpendicular
Ponto Selecione primeiro o ponto e, depois, uma reta (ou segmento, ou semirreta, ou vetor) [ 1
® A=(1,1)
® B-(8,5)
Reta
® t:x=1
® gy-5

0.

Entrada:

Fonte: Prépria

3.2.7.2 Retas Paralelas

Para construir retas paralelas primeiramente clicamos no icone Reta
Paralela, em seguida clicamos em um dos objetos para o qual se deseja construir
uma reta paralela, ou seja, em uma reta, semirreta, segmento de reta ou vetor. Por

ultimo, clicamos sobre um ponto para que seja construida e exibida a reta paralela.



41

Figura 15 - Retas Paralelas

£7 GeoGebra Classic 5 — X

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Vocé entrou como Jose Vitor dos Santos Silva

e
I e . =2

R I oA I~ = P OO LN 222l 2 )

» Janela de E-.Igea(a o X | » Janela de Vlsuahzagéo

Ponto

® A=(1,1)

® B=(8,5)

® C=(2,9)

Reta

® f4x+7y=3

® g:-4x+7y=20

Entrada:

Fonte: Prépria

3.2.7.3 Retas Tangentes

Para criar retas tangentes a uma circunferéncia, cénica ou fungao, a partir de
um determinado ponto, deve-se clicar em um ponto e depois no objeto ao qual a reta
sera tangente.

Figura 16 — Reta Tangente

€7 GeoGebra Classic 5 = X

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Vocé entrou como Jose Vitor dos Santos Silva

DRERE N CEHANEE

» Janela de Algebra X| | » Janela de Visualizagdo X
Funcdo
® f(x) =x+4 a=-01
Niniere —— e,
® a=.01
Reta
® gy=39 7

Entrada:

Fonte: Prépria
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3.2.8 Funcoes

Entre as varias ferramentas e funcionabilidades que o Geogebra possui,
existe o comando Fungdo que tem a seguinte sintaxe:
Funcao(<Funcao>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>)
Com esse comando obtemos uma fungédo representada graficamente na
Janela de Visualizagdo e algebricamente na Janela de Algebra.
Ao digitarmos f(x)= Fungdo(x-2,-2,0) na barra de entrada, obteremos a
seguinte representacao grafica:

Figura 17 - Representacao Grafica de Funcdes

€ GeoGebra Classic 5 - X

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Vocé entrou como Jose Vitor dos Santos Silva

DEEENoERANEE

» Janela de Algebra

X

» Janela de Visualizagdo X
Funcdo
@ f(x) =x—2, (-2<x<0)

< >
Entrada:

Fonte: Prépria
E possivel construir uma funcdo sem utilizar o comando Fungdo, por
exemplo para construir a funcédo h(x) = 4x-3, basta digitar uma das duas sintaxes a
sequir:
. h(x) = 4x-3
. 4x -3
Nesses casos nao € possivel delimitar o intervalo conforme foi feito no

exemplo anterior.
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3.2.9 Controle Deslizante

O uso de controles deslizantes permite analisar fungdes de forma dinamica,
pois, podemos utiliza-los para definir varios parametros de uma fungéo: limites de
intervalos em que a funcéo é definida, coeficientes da fung¢do, expoentes de uma
funcdo polinomial, entre outros, tais parametros permite a possibilidade de variar
objetos, garantindo um dinamismo nas representacées e a manipulagcdo de
conceitos antes abstratos.

Para criar um controle deslizante, basta ativar a ferramenta na janela de
ferramentas e clicar sobre o local desejado na janela de visualizacdo. Feito isto,
aparecera uma janela onde é possivel nomear, especificar o intervalo e incremento,

além de permitir a alteracdo das propriedades do controle deslizante.

Figura 18 - Ferramenta para criar um controle deslizante

€7 GeoGebra Classic 5 - X

Arquivo Editar Exibir ODCGES Ferramentas Janela Ajuda Vocé entrou como Jose Vitor dos Santos Silva
DREREcEHENER

» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagio B oo - X
ABC Texto

! Inserir Imagem

[oK] Botdo

Caixa para Exibir | Esconder Objetos

a=1/ Campo de Entrada

Entrada:

Fonte: Prépria
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4 A DERIVADA NO GEOGEBRA

Usaremos o Geogebra para estudo e interpretacdo geométrica da derivada
de uma funcdo em um determinado ponto, com o objetivo de compreender o
conceito de derivada.

Como ja visto, a derivada de uma funcéo f(x) num ponto x = x,, € igual ao
valor da tangente trigonométrica do angulo formado pela tangente geométrica a
curva representativa de f(x), no ponto x = x,, ou seja, a derivada € o coeficiente
angular da reta tangente ao grafico da fungdo no ponto x,.

Para que possamos construir geometricamente a derivada de uma funcao
f(x) em um determinado ponto, devemos inserir na barra de entrada alguns
comandos, conforme 0s passos abaixo:

12 passo: Digitar a funcao f(x) a qual pretende-se determinar a derivada, na
barra de entrada;

2° passo: Inserir na barra de ferramenta, um ponto sobre a funcéo f, a qual
chamaremos de A;
3¢ passo: Digitar na barra de entrada Tangente [A, f], a reta tangente T de

f, condicionada ao ponto A.

Ap0Gs os trés primeiros passos, obtém-se a seguinte imagem:

Figura 19 - Primeiros Passos

€7 GeoGebra Classic 5 _ x

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Vocé entrou como Jose Vitor dos Santos Silva

A . N o O : o |l a=2

DRENNCERENEE

¥ Janela de Algebra = » Janela de Visualizagéo X
> fry f T

X

Funcdo
® f(x) = x*+2x 7
Ponto

©® A=(0.57,1.47)
Reta 8
® T:y=3.14x-033

Entrada:

Fonte: Prépria
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4° passo: Digitar na barra de entrada Inclinacao[g], a inclinacdo da reta
tangente, a qual chamaremos de a;

5 ¢ passo: Inserir na barra de ferramentas, um segundo ponto, em que a
abscissa sera x(A) e a ordenada sera a, e nas configuracdes, habilitar o rastro do
ponto.

Figura 20 - Segundos passos

Vocé entrou como Jose Vitor dos Santos Silva

(3] Al =] <

~ Janela de Algebra
v fiv

Funcio
® f(x) = x*+2x
Namero
® m=314
Ponto
® A=(0.57,1.47)
® B=(0.57,3.14)
Reta
® T:y=3.14x-0.33

Entrada:

X

» Janela de Visualizagdo

 §

€7 Redefinir
Ponto B

(x(A), m)

Propriedades... oK Cancelar

Aplicar

A medida em que o ponto A percorre a fungdo f(x)

Fonte: Prépria

dando forma a uma reta, que é a derivada da fungéo f.

%7 Leouebra Liassic >
Arquivo

tar Exibir Opgdes

Ferramentas Janela Ajuda
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® B-(0.67,3.34)
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® T:y=3.34x-045

Entrada:

o X
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f

Figura 21 — Ultimos passos

= x? + 2x, o0 ponto B vai

- w ~

‘océ entrou como Jose Vitor dos Santos Silva

Fonte: Prépria
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6° passo: Digitar na barra de entrada Derivadal[F], para que seja feito a
construgcao geométrica da derivada f’ da fungao f(x), que coincidira com a reta que
se formou pelo rastro do ponto B.

Figura 22 - Ultimo passo

¢ GeoGebra Classic 5 g X

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

AL A D-HOWON N2l

¥ Janela de Algebra o [X [ » Janela de Visualizagio
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Fungdo
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Nimero
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Ponto
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Reta
® T:y=-346x-745

Vocé entrou como Jose Vitor dos Santos Silva

Entrada:

Fonte: Prdpria

Primeiramente foi feita a interpretagdo geométrica da derivada, o que foi
confirmada no fim com a constru¢ao, adicionando na barra de entrada a derivada.
Vejamos um exemplo o qual deve ser tragcado a reta tangente a funcao
f(x) = 2sen(x) no ponto cuja abscissa vale 3.
Para encontrarmos a solug¢édo, devemos inserir os seguintes dados no campo
de entrada:
* f(x) =2=*sen(x), que é a fungdo que sera utilizada
* a = 3, 0 valor da abscissa no ponto (a, f (a));
« P =(a f(a)) o ponto que Tangencia da Reta;
e Tangente[P, f];

A solucgao resultante sera conforme a figura a seguir.
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X

Vocé entrou como Jose Vitor dos Santos Silva

Entrada

Fonte: Prépria

Na janela de algebra aparecera o valor de a, 0 que nos permite variar o valor

de a e, consequentemente a posicao da reta tangente ao grafico.

Através das construcbes geométricas dos exemplos anteriores foi possivel

observar o comportamento do grafico da funcéo derivada, e além disso, através da

construcao interpretar e determinar a derivada de uma determinada fung¢édo, sendo

assim para calcular o valor de uma derivada em um ponto, basta calcular o valor da

inclinacao da reta tangente ao grafico no respectivo ponto.

No caso da funcdo f(x) = 2 = sen(x) se quisermos saber f'(5), podemos

calcular a inclinagdo da reta no ponto cuja abscissa vale 5. Para tal, devemos alterar

o valor de a para a =5, e em seguida selecionar a ferramenta inclinacdo e

posteriormente a reta.
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Figura 24 - Inclinagédo da reta no ponto de abscissa igual a 5

£ GeoGebra Classic 5 o X

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Vocé entrou como Jose Vitor dos Santos Silva
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4.1 Proposta De Sequéncia Didatica Para Uso Do Geogebra

Apos aprofundar os estudos sobre o software e explorar seus recursos, foi
desenvolvida uma sequéncia didatica para uso nas aulas, utilizando as ferramentas
basicas do software, com o intuito de auxiliar os alunos na interpretacao geométrica
de derivadas.

Do ponto de vista de Zabala (1998, p. 18) sequéncias didaticas sdo um
“conjunto de atividades ordenadas, estruturadas e articuladas para a realizacao de
certos objetivos educacionais, que tém um principio e um fim conhecidos tanto pelos
professores como pelos alunos”.

A sequéncia didatica desenvolvida permite a exploracdo do grafico da
funcdo f(x), a representacdo geométrica da derivada f'(x), 0s quais serao
construidos no software GeoGebra, contribuindo para a aprendizagem na
interpretagéo de graficos de derivadas, por meio da visualizagéo.

Através da visualizacdo das construcoes algébricas, o aluno tem a
possibilidade de entender geometricamente os resultados algébricos que em boa
parte das vezes os calculos ndo sao suficientes para que o aluno tenha um bom
entendimento do assunto.

De forma simples e precisa, o aluno informara na interface do software a
funcdo a qual devera ser calculada a derivada, seguido do respectivo valor obtido
através dos calculos. Dentre as opgdes de visualizagdo, o aluno tera a opcéao de
exibir o grafico da funcado f(x), bem como o grafico da derivada f'(x), por fim o

aluno tera a opgéo de conferir se o valor encontrado é de fato o valor da derivada

f1(0.
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Figura 25 — Sequéncia didatica desenvolvida

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda
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Entrada:

Fonte: Prépria

Tomemos como exemplo a fungdo f(x) = —2x2 — 5x + 9 inicialmente deve

ser digitada a fungéo no campo especifico.

Figura 26 - Primeiro Passo da Sequéncia Didatica

Arquivo Editar Exibir OpBes Ferramentas Janela Ajuda
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Entrada:

Fonte: Prépria
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Apos inserir a funcao f(x) no campo especifico, o aluno devera escolher se

qguer que seja exibido o grafico de f(x) e/ou o grafico de f'(x), através da selecao

das caixas de exibigao.

Figura 27 - Segundo Passo da Sequéncia Didatica

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

Al B OO €l =2 <

>

Calcule o valor da derivada da fun¢ao f(z)= —2 .
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D Corrigir Grafico de (x) Gréfico de r'(x)

Vocé entrou como Jose Vitor dos Santos Silva

Entrada:

Fonte: Prépria

Seguido da visualizagéo e paralelo aos calculos feitos, o aluno devera

informar o valor da derivada f’'(x) no campo especifico e solicitar a corregao

automatica do software.

Figura 28 - Ultimo Passo da Sequéncia Didatica

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

Al Ol ==l <

>

Calcule o valor da derivada da fung¢ao f(xz)= —2 .°

Vocé entrou como Jose Vitor dos Santos Silva
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Corrigir Grafico de () Gréfico de (9
£ 5 0 35 ET 25 0 s o 5 o s E 5
15
Entrada

Fonte: Prépria

O software informara ao aluno se o valor informado é o valor correto da

derivada f'(x), bem como também se o valor estiver incorreto.
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5 APLICACOES

As derivadas possuem diversas aplicagdes nas mais diversas areas do
conhecimento, o que faz com que muitos alunos diariamente questionem onde seréao
aplicados os conhecimentos que estdo sendo abordados em sala de aula.

Dentre as principais aplicacbes das derivadas, a mais difundida € a de
otimizacdo de problemas, onde através das derivadas obtém-se a maximizacéo ou
minimizagao de determinado fenémeno.

Tradicionalmente esse tipo de aplicacdo é chamado de problemas de
maximos e minimos. Pois a meta é determinar os pontos onde a funcéao (lucro,
receita, custo, ...) alcanga seus pontos de maximos ou minimos.

Com o intuito de facilitar a compreensdo acerca das aplicacdes das
derivadas, usaremos o software Geogebra para fazer a representacao geométrica,
contribuindo assim para a visualizacao grafica dos pontos de maximos e/ou minimo.
O geogebra permite a observagdo do comportamento do grafico da derivada de uma
funcdo, o que facilita a compreenséo e desperta no aluno a curiosidade.

A exploracado do Geogebra é imprescindivel para que o aluno compreenda
dinamicamente o que esta sendo apresentado enquanto manuseia e verifica as

relacdes simultdneas entre as representacdes algébricas e graficas.

5.1 Problemas de Maximos e Minimos

Entre as aplicacbes das derivadas, os problemas de maximo e minimo,
consistem em encontrar os pontos onde uma funcédo dada assume o seu maior valor
(maximo) ou o menor valor (minimo) em um determinado intervalo. Vejamos alguns

exemplos de problemas que envolve maximos e minimos.

Exemplo 1: O rancho New Country fabrica cuias de tereré com um custo mensal
dado pela fungéo C(x) = §x3 — 2x% + 10x + 20. Cada cuia é vendida por R$31,00.

Determine a quantidade de cuias que devem ser produzidas e vendidas para que o

rancho tenha o maximo lucro mensal.
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Solucao: Observa que este se trata de um problema de maximizagéo. Para isto,
seja x a quantidade de cuias a ser produzida e vendida para dar 0 maximo lucro

mensal.
O lucro mensal é dado por:
Lucro(L) = Receita(R) — Custo(C),

Sendo assim tem-se que:

1
L=R—C=31x—(§x3—2x2+10x+20)
1
=31x—§x3+2x2—10x—20

1
= —§x3 +2x%2 4+ 21x — 20.

Ou ainda,
1
L(x) = —§x3 + 2x2 + 21x — 20.

Calculando a derivada primeira da funcao lucro, em relagao a x, temos
U(x)=—-x?+4x+21e L'(x) = —2x + 4.

Agora, para calcular os pontos criticos de L é s6 igualar L'(x) a zero, ou seja, L' (x) =
0 e vem —x? + 4x + 21 = 0. Resolvendo esta equacéo pela formula de Bhéaskara,

temos asraizesx = -3 ex =7.
Logo, x = —3 e x = 7 sd0 0s pontos criticos de L.
Vamos determinar agora os extremos relativos de L.

Para x = -3, temos L"(—3) = (—2) * (—=3) + 4 = 10 > 0, logo, € um ponto de minimo
relativo de L.

Para x=7, temos L'(7)=—-2%x7+4=-10<0, logo, € um ponto de maximo

relativo de L.

Portanto, a quantidade a ser produzida e vendida para dar o maximo lucro mensal é

x=17.
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Exemplo 2: José é dono de uma quitanda, e esta precisando repor as vendas que
teve de certos produtos, porem nas ultimas compras, José tem gastado muito
dinheiro. Dessa vez, José quer gastar o menos possivel para repor a saida que teve
na venda de macas. O custo que José tem para comprar as macas é dado pela

funcéo abaixo:

C_M2+100
N M

Quantas macas José deve comprar para ter um custo minimo, mas continuar tendo

lucro?

Solucao: Precisamos, portanto, determinar o ponto de minimo para que José gaste

menos.
Derivando a fungéo C com relacdo a M através da regra do quociente, obtemos:

M? —100

C'=—p

Para encontrar o ponto maximo e minimo, teremos que igualar a derivada a zero:

. M?*-—100
' =—m—=0
M2 — 100 = 0

Resolvendo a equacéo, temos que M = +10.

Como a quantidade de macgas nao pode ser negativa, o valor de M = —10 sera

desconsiderado, resultando no ponto critico:
M =10

Como queremos determinar o menor custo possivel, devemos mostrar que M € um
ponto de minimo. Para isso, analisando o sinal da derivada a esquerda e a direita
desse ponto, através do teste da primeira derivada. Podemos escolher M =5 a

esquerda e M = 15 a direita.
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, (5)2 -100 75 . ,
C'(5) —(ST— —E entio C'(5) <0
(15)2 — 100 _ 125

(15)2 225

Cc'(15) = entdo C'(15) > 0

Como a derivada é negativa a esquerda e positiva a direita, temos entdo o ponto de
minimo.

Portanto, José deve comprar 10 macas para ter um custo minimo.

5.2 Desenvolvimento das aplicacoes no Geogebra

Para uma melhor compreensédo acerca das aplicacdes das derivadas, as
representacées abaixo trata-se exclusivamente da representacdo geométrica no
software Geogebra.

O exemplo 1 trata-se se um problema de maximizacao, portanto deve-se ser

encontrado o ponto de maximo da fungéo: L(x) = —%x3 + 2x% + 21x — 20.
Inicialmente, fazemos a representagdo geométrica da fungao.

Figura 29 - Gréfico da fungdo L(x) = —§x3 + 2x% + 21x — 20.

€7 GeoGebra Classic 5 - & x

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

2 AR ClEl<NE=]=]

» Janela de Algebra X| | » Janela de Visualizagdo X
1 L

Vocé entrou como Jose Vitor dos Santos Silva

® L(x) = ’3 x*+2x?+21x —20

100
80

80

-20 -15 -10 -5 o 5 10 15 20 25 30 a5 40

Entrada:

Fonte: Prépria
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Apbs a representacdo da fungdo L(x) = —%x3 + 2x% + 21x — 20, devemos
fazer a representacdo da derivada primeira da funcdo L(x) = —%x3 + 2x% + 21x — 20.

Figura 30 - Gréfico da primeira e segunda derivada de L(x).

€2 GeoGebra Classic 5 s a X
Arquivo Editar Exibir Opgﬁes Ferramentas Janela Ajuda Vocé entrou como Jose Vitor dos Santos Silva
A L[ J o[ a=2
R ° / Ll @ . St

» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagdo X
L(x) = ‘31 X +2x24+21x—20

® LU'(x) = —x*+4x+21
@ L'(x) = —2x+4

< >

Entrada:

Fonte: Prépria

O exemplo 2 trata-se se um problema de minimizacdo, portanto deve-se ser
, . - 2
encontrado o ponto de minimo da fungdo: ¢ = 2%,

Inicialmente, fazemos a representacdo geométrica da funcéo

Figura 31 - Grafico da funcao C(M).

€7 GeoGebra Classic 5 = x
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Vocé entrou como Jose Vitor dos Santos Silva

A . A = D » o||l[a=2
R e | / I O @ 4’.‘ >\ i %
~ Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagao X
v fiv 400
® c(m) = M?+100
200
d
Entrada:

Fonte: Prépria
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M?+100

— devemos fazer a representagdo da

Apébs a representacdo da funcédo C(M) =
M?+100

M

derivada primeira da fungéo C(M) =

Figura 32 - Grafico da primeira derivada de C(M)

€7 GeoGebra Classic 5 — X

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Vocé entrou como Jose Vitor dos Santos Silva

AL ool N+,

¥ Janela de Algebra » Janela de Visualizagdo X

v fiv u
20

® (M) = M’;‘w“

® (M) =
® A=(10,0)

M? —100
M2

Entrada:

Fonte: Prépria

O ponto A representa o ponto de minimo da fungdo, portanto € o ponto onde a
funcédo tem o seu menor valor.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho abordou-se uma proposta de ensino de derivadas com a
utilizacdo do software Geogebra, obtendo resultados de valor cientifico, que
possibilitardo um aprendizado diferente do tradicional, despertando no aluno a
beleza da matematica, beleza essa que através da interpretacdo geométrica de
alguns conceitos, dao significados a conceitos que antes pareciam coisas de outro
mundo.

Ao passo em que se desenvolveu a elaboracado deste trabalho, foi feita uma
revisdo bibliografica do contexto histérico das derivadas, técnicas de derivagao,
seguidos de um aprofundamento acerca da representacdo geométrica das
derivadas, com o auxilio do software Geogebra, por fim a resolucdo de aplicacdes
cotidianas das derivadas.

O objetivo principal deste referido trabalho, foi a producdo de um manual de
utilizacdo do software Geogebra, destacando suas principais ferramentas,
funcionabilidades, além da apresentacdo de uma proposta de uso do Geogebra para
0 ensino de um conceito que em geral é visto como muita dificuldade pelos alunos, a
derivada.

Ao finalizar este trabalho, notou-se que a utilizagdo do software para o ensino
do referido conceito, facilita a visualizacdo grafica, possibilita simulagdes e permite
aos alunos a visualizacdo de conceitos que sem o auxilio de um recurso
computacional ndo seriam possiveis, além de modelar situacdes e fazer simulagdes.

Por conseguinte, este trabalho contribuiu de forma significativa para a minha
formacao académica e para o desenvolvimento do conhecimento, visto que o
aprofundamento deste tema, permitiu a elaboracdo de metodologias e sequéncias
didaticas para o ensino do referido conceito, além de ter-me permitido desenvolver e

aperfeicoar competéncias.



59

REFERENCIAS

AFONSO, Amintas Paiva. Matematiqués: Matematica é facil. Disponivel em <
http://www.matematigues.com.br/conteudo.php?id=31/>. Acesso: 12 de agosto de
2021.

ALMEIDA, M. C.; VISEU, F. Interpretacao Grafica das Derivadas de uma Funcao
por Professores Estagiarios de Matematica. Revista Portuguesa de Educacao,
ano 15, n. 1, 2002, p.193-219. Disponivel em: <http://hdl.handle.net/1822/493>.
Acesso em: 05 de outubro de 2021.

AMORIM, F. V.; SOUSA, G. C; SALAZAR, J. V. Experiéncia de Atividade Sobre
Derivada Utilizando o Software Geogebra. In: Conferéncia Interamericana de
Educagao Matematica, XlIl, Recife, Anais... Recife: EDUMATEC, p. 1-12, 2011.

ARAUJO, L. C. L. de; NOBRIGA, J. C. C. Aprendendo Matematica Com o
Geogebra. Sao Paulo: Exato, 2010.

AYRES JR., F. A. Calculo Diferencial e Integral. 3. ed. Sao Paulo: Makron, 1994.

BARON, M. E.; BOS, H. J. M. Curso de Histéria da Matematica: origens e

desenvolvimento do calculo. [S.1.]: UnB., 1985.

BRANDT, S. T. J.; MONTORFANO, C. O software GeoGebra como alternativa no
ensino da geometria em um mini curso para professores. (2008). Disponivel em:
< http://www.diaadiaeducacao.pr.gov.br/portals/pde/arquivos/329-4.pdf>. Acesso: 10
de outubro de 2021.

CALCULO INFINITESIMAL. In: WIKIPEDIA, a enciclopédia livre. Flérida: Wikimedia
Foundation, 2022. Disponivel em:

<https://pt.wikipedia.org/w/index.php ?title=C%C3%A1Iculo infinitesimal&oldid=6304
9562>. Acesso: 08 de julho de 2021.




60

CARDOSO, Dienifer Tainara. Resolucao de problemas e o software GeoGebra
no ensino e aprendizagem de Otimizacao. Dissertacao (Mestrado). Universidade
do Estado de Santa Catarina. 2018. 2018, 155 f.

FLEMMING, D. M.; GONCALVES, M. B. Calculo A: funcoes, limite, derivacao e
integracao. 6. ed. Sao Paulo: Pearson Prentice Hall, 2006.

FULINI, M. Historia Do Calculo Diferencial e Integral. 2017.

GUIDORIZZI, Hamilton. Um curso de Calculo. Volume 1. 5. ed. Sdo Paulo: LTC,
1995.

HOHENWARTER, Judith. O GeoGebra como Ferramenta para Ensinar e
Aprender; Disponivel em <http://www.geogebra.org/help/docupt PT.pdf> Acesso:
12 de outubro de 2021.

MACHADO, R. M. A visualizacao na resolucao de problemas de Calculo
Diferencial e Integral no ambiente computacional MPP. Tese (Doutorado em

Educacao). Universidade Estadual de Campinas: Campinas, 2008.

LEITHOLD, Louis. O Calculo com Geometria Analitica. Volume 1, 3. ed. Sao
Paulo: Harbra, 2002.

PETLA, R. J.; ROLKOUSKI, E. Geogebra Possibilidades Para O Ensino De
Matematica. Unido da Vitéria, PR, p. 1419-6, 2008.

SILVA, J. I. G.; FERREIRA, D. H. L. O Uso de Tecnologias na Disciplina de
Calculo Diferencial e Integral I. Anais do XIV Encontro de Iniciagao Cientifica da
PUC, Campinas. 29 e 30 de setembro de 2009.

STEWART, James. Calculo: volume 2. 82 ed. SAO PAULO: Cengage Learning,
2016.



	CAPA+CONTRACAPA.pdf (p.1-2)
	FICHA CATALOGRÁFICA - José Vitor.pdf (p.4)
	RESTANTE.pdf (p.5-62)

