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RESUMO

Este trabalho trata-se de uma breve introducdo a teoria das superficies fato que faz
parte de um ramo da matematica muito importante que é a geometria diferencial.
Abordaremos os principios basicos relativos as superficies de um modo geral afim
de obter um grande acervo de informacgdes que nos aproxime de responder questdes
do tipo, serd que uma esfera pode se desdobrar em uma faixa de plano? Qual a
natureza geométrica das superficies que podem ser desdobradas uma na outra? Tudo
iSso servira como ponto de discussao deste estudo.

PALAVRAS CHAVES: Geometria diferencial. Curvatura. Teorema notavel de Gauss.

ABSTRACT

This work is a brief introduction to the theory of surfaces, which is part of a very
important branch of mathematics which is differential geometry. We will approach
the basic principles of surfaces in general in order to obtain a large amount of
information that will bring us closer to answering questions such as, can a sphere
unfold into a plane strip? What is the geometric nature of surfaces that can be folded
into each other? All of this will serve as the discussion point of this study.

KEY WORDS: Differential geometry. Curvature. Gauss remarkable theorem.
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1.INTRODUCAO

A geometria diferencial assim como qualquer outro ramo da matematica
possui um contexto histérico muito abrangente. Em resumo, ela aplica a
geometria conceitos de calculo diferencial e integral a problemas cuja solugédo
com 0s métodos usuais comuns seriam desgastantes ou mesmo impossiveis. Este
setor da matematica surge principalmente de problemas topoldgicos e
cartograficos. Seus principais instituidores sao o matematico Gauss, Riemann e
entre outros como Euler. O desenvolvimento da geometria diferencial possibilitou
uma ampliagdo nos conceitos de analise real e por consequéncia também da
geometria analitica. Isto é, a interpretacdo dos problemas algébricos através da
geometria de Descartes pode tambémser usada no que diz respeito a geometria
diferencial e as dificuldades de resolucdo em analisee algebra. Como efeito, toda
uma nova gama de conhecimentos que possibilitam a aplicacdo deconceitos puros
da matematica como equacOes diferenciais ordinarias, parciais e sistemas de
equacOes autbnomos lineares ou ndo lineares, utilizados na obtencdo de curvas
especificas como as geodésicas, conceitos de espaco euclidiano de n dimensdes o
que ndao é comumente utilizado na geometria plana e espacial e conceitos que
envolvem a revolucdo de sélidos em que mais uma vez citamos a utilizacdo do
calculo diferencial na sua constru¢do. Outro ponto importante que deve ser
ressaltado, é que nesta pesquisa, Nos preocupamos com a seguinte questdo, sera
que existe uma forma de transformar uma folha de papel em uma esfera sem

amaca-la?

Dessa forma, para responder a esta pergunta, desenvolvemos a pesquisa da
seguinte forma; a primeira seccao deste trabalho vai tratar de superficies regulares
no espaco tridimensional conceitos de suma relevancia no estudo como o
significado usual de superficie tomando um exemplo que se pode verifica-la no
espaco tridimensional, a definicdo formal de superficie regular, a injetividade no
contexto que possibilita superficies regulares admitir plano tangente e por fim a

mudanca de parametro.

Da forma como se segue, a segunda seccdo trata de retoma os conceitos

vetor tangente, plano tangente e vetor normal considera¢fes oriundas do célculo.



Além disso, salienta a visdo do plano tangente na perspectiva de subespacos

gerados conceito acarretado das ramificacfes da algebra e topologia.

Na terceira secgdo, discutimos o conceito de primeira forma fundamental e
sua relacdocom as propriedades intrinsecas da forma geométrica, isto é, angulos,

comprimentos e areas.

Além disso, é nesta etapa que ressaltamos o conceito de segunda forma
quadrética ou fundamental um segmento que respalda o tema principal desse
estudo.

A partir do que se destacou na divisdo anterior, introduzimos os termos
curvatura normal, curvaturas principais curvatura de Gauss e curvatura gaussiana

na quarta secgdo apenasdestacando suas principais propriedades.

Usando dos conhecimentos obtidos nas partes anteriores do trabalho,
construimos atraves de respaldo tedrico um dos dispositivos mais importantes da
geometria diferencial que é os simbolos de Christoffel de uma dada superficie

regular.

E por fim, a tltima seccéo diz respeito ao Teorema de Egregium de Gauss e
sua utilidade na teoria local das superficies. Nosso foco é mostrar suas principais
utilidades desse teorema dentro da propria matematica uma vez que ele permite

entender que a natureza intrinseca das superficies se mante por isometria.

2. METODOLOGIA

Geralmente, os cursos de licenciatura em matematica ndo proporcionam a
area de geometria diferencial na sua grade curricular. Dessa forma, este projeto
tem por finalidade construir um conhecimento nesta area para os licenciados em

matematica que pretendem cursaruma pos-graduacdo em matematica pura.

Com isso, essa pesquisa se reflete essencialmente ao carater bibliografico.
Desse modo, serd de suma importancia o respaldo tedrico de autores estritamente
na area de geometria diferencial e, com objetivo didatico da organizacdo quanto a
clareza das hipdteses, também teraimportancia autores que trabalham em outras

areas como na andlise real, calculo diferencial e integral, fisica e entre outras que



poderdo surgir com a necessidade de cumprir com a clareza das ideias propostas

ao decorrer da pesquisa.

Com isso, podemos entdo destacar como serd abordada as técnicas mais
importantes deste trabalho. Nosso enfoque, € como ja foi dito, essencialmente
bibliografico uma vez que naturalmente os temas e assuntos diversos acercar-se
da matematica pura sdo respaldados em obras cientificas literarias. Assim, por
essa razdo, este trabalho parte da analise de livros, artigos, revistas e monografias.
Esta analise sera feita através da observacdo dos conhecimentos construidos dos
varios autores que se desempenharam a discutir sobre geometria diferencial além
de, Dbuscarmos referencias do mesmo modo em autores que se
desempenharam uma constru¢do em outras areas do conhecimento como analise
real uma vez que, muitos conceitos que sdo de suma relevancia na teoria das
superficies tiveram suas bases na analise real e tambemna geometria analitica de
Rene Descartes pois, construimos as superficies em torno do espectrode um espaco
euclidiano que é naturalmente representado por retas cartesianos muito utilizado
na geometria analitica. Assim, iremos fundamentar-se em textos de estudos
cientificos nestas areas, isto €, na propria geometria diferencial, na analise real e
também na geometria analitica. Outros ramos do conhecimento que também seréo
de suma importancia sdo o célculo diferencial, a algebra linear e a geometria
euclidiana. Isso porque, como o préprio assunto do estudo se refere avaliar as
aplicacGes do calculo diferencial na geometria afim de buscar solugbes para
problemas que os métodos euclidianos sdo raramente eficientes. Desta forma,

nossos estudos devem ser baseados nestes temas.

A abordagem que utilizaremos ¢é descrever de modo simplificado todas das
maisimportantes vertentes desses conhecimentos que sejam uteis para a edificacdo
e elaboracdo dasrespostas que queremos encontra neste estudo afim de concluir
nosso objetivo. Assim, iremos intercalar autores que ressaltam assuntos na area de
geometria diferencial com autores que discorrem sobre calculo diferencial para
contribuir com as respostas chaves do estudo ou para discordar em alguns pontos

que precisdo ser revisados.

Podemos agora falar das técnicas que iremos dispor para aproximar-se do
objetivo deste estudo. Por tratar-se de um estudo bibliografico, nossa principal
ferramenta sera a leitura de livros, revistas cientificas, artigos e monografias que

tanto poderd ser trabalhos de conclusdo de curso como também dissertacdes de



mestrado ou teses de doutorado. A partir dessa leitura, faremos uma série de
questBes a respeito do tema em si e reavaliamos através de outros textosfeitos por
outros autores se ha divergéncias ou convergéncias de opinides e assim

construimospassos para chegar até nossas respostas.

Outra técnica que sera muito utilizada, é a demonstracdo de teoremas feitas
com analise do proprio pesquisador em respaldo com o autor e com relagdo a

outros autores relativos a outras pesquisas.

Também abordaremos justificativas desses teoremas de modo matematico,
isto é, algumas demonstracbes serdo feiras totalmente de fora algébrica
logicamente feita a partir de referéncias pré-estabelecidas. E dessa forma que
daremos continuidade ao trabalho.

3. AS SUPERFICIES REGULARES DO ESPACO
TRIDIMENSIONAL

Inicialmente, neste estudo sobre a teoria local das superficies, o conceito
de superficie parametrizada serd de suma importancia. Porém, de forma pouco
formal, no entanto ndo menos relevante, adquirimos como ponto de partida o
conceito de superficie como um subconjunto de pontos do espaco tridimensional
euclidiano! R® cujas posicdes desses pontos estdo relacionadas com alguma

propriedade algébrica.

Com essa definicdo, é possivel perceber que se pode imaginar qualquer
conjunto de pontos que pertenca ao espaco dimensional de trés dimensdes. De
uma forma intuitiva, podemos visualizar uma sala em que a linha que divide duas
paredes arbitraria e adjacentes pode ser associada ao eixo z e, as linhas que
separam as mesmas duas paredes do piso podem representar 0s eixos X e y do
sistema cartesiano ortogonal de retas. Assim, uma superficie podeser comparada a
uma toalha ou tapete que faz pequenas dobras nessa sala ou um pano grande que
duas pessoas seguram entre as extremidades ou até mesmo a parte de cima de uma

mesa que estiver nessa sala.

Figura 1: Modelo de espaco tridimensional



Fonte: https://www.gestaoeducacional.com.br/figuras-tridimensionais-0-que-sao/

Nessa visdo, uma superficie poderd assumir qualquer forma, até mesmo
pode sofrer intercessdes ou conter trechos abertos (pode-se imaginar um pano

com furos).

1 Um espago vetorial real, de dimenséo finita, no qual esta definido um produto interno,
€ um espacovetorial euclidiano. STEINBRUCH, Alfredo, WINTERLE, Paulo, Algebra Linear 2%d.
p.111.

Figura 2: Superficies sem furos e com furos.
S

FONTE: http://mat.ufpb.br/~lenimar/cgraf/inters/index.html e https://docplayer.es/86199721-

Alvaro-barreiro-barba-panelizacion-de-superficies-de-forma-libre-en-arquitectura-de-la-idea-

construccion.html

Entretanto, este estudo se restringira a um tipo especial de superficie, estas
apresentam uma propriedade importante na teoria local das superficies que é o
fato de admitirem planos tangentes em todos os seus pontos? sio chamadas de

superficies parametrizadas regulares.
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« Superficie Parametrizada Regular
Para Tenenblat (2008, p.109) “uma superficie parametrizada regular € uma
transformacédo X: U ¢ R2 — R3?, de modo que U é um subconjunto aberto de R?,

tal que devemser satisfeitas duas condi¢oes™:

« X é uma aplicacdo diferencidvel de classe C* o simbolo do infinito
aqui estd sendo usado para indicar que a funcdo ou neste caso a
aplicacdo ¢ diferencidvel em todas as ordens que se queira, isto é, de
ordem 1, 2, 3 e assim sucessivamente;

 sua diferencial em qualquer ponto p de U é necessariamente injetora,
em outras palavras, ao derivar a superficie S parametrizada por X no

ponto p a aplicacéo encontrada dX,.

Observa-se que o conjunto imagem da aplicagdo X € um subconjunto do
R3 designado por S que é chamado de carta ou sistema de coordenadas local de X
(BIEZUNER, 2019, p.58).

2 Decorrente da definicdo de superficies regular a diferenciabilidade é a condicdo que
garante a existéncia de planos tangentes em todos os seus pontos segundo TENENBLAT,
Introducdo & Geometria Diferencial 2%d. p110.

Também é importante destacar que, em relacdo a condicdo a), o fato da
aplicacdo X serdiferenciavel de classe C*implica que suas fungdes coordenadas x,
y, z tém derivadas parciais, em relacdo aos seus parametros, de todas as ordens

continuas como ja citamos.

A condicdo b) implica que a superficie ndo sofre interseccdo pois se a
diferencial de uma superficie X é injetora, entdo 0s vetores tangentes seréo
distintos para pontos distintos do subconjunto U do R2 (Tenenblat,2008)
justificaremos esse fato logo em seguida, no entanto precisamos antes observar

como é feita a parametrizacdo de S pela transformacao X.

Consideremos uma superficie S dada pela parametrizacdo local X(u, v)
onde u e v

determinam um plano do subconjunto U c RZ como exemplifica a figura 4:



Figura 3: A parametrizacgdo local de uma superficie

(x{u, v), Vi, ), z{u, v))

FONTE: Carmo 2005

A figura [3] mostra a transformagéo do plano U determinado por u e v,
através da transformacéo X, em um plano tridimensional V. Geralmente é comum
nos livros de ensino médio, ou até de nivel superior a notacdo (x, y) emque x e y,
respectivamente, representam coordenadas cartesianas e que o sistema de retas
com esses simbolos determinava um plano em R2. Entretanto, por questdes de
simplificacdo e para ndo confundir o leitor, usaremos as notacdes u e v em vez de
x e y para indicar um plano como subconjunto do R2Z uma vez que a
parametrizacdo de S usara os emblemas x, y € z na sua estrutura algébrica (ver

figura4), X = (x(u,v), y(u, v), z(u, v)).

Se usarmos x e y no lugar de ue v teriamos o problema de
notacdo (x(x, ¥), y(x, ¥), z(x, y)) 0 que tornaria extremamente confuso em
algumas situacdes que envolvem calculos mais complexos como por exemplo,

uma mudanca de variavel, como veremos mais adiante.

Portanto, como uma forma de simplificacdo usaremos u e v no lugar de x e
y para designar um plano de um subconjunto R2sob a qual a parametrizacdo esta

partindo e que assumira valores no espaco R3.

Uma vez compreendida esta ideia, voltaremos a explicar a condicdo b).
como foi dito, por Tenenblat, (2008) é necessario que a parametrizacdo X tenha
uma diferencial em q invertivel para que ndo haja intercessdes na superficie fato
gue impede que ela admita plano tangente. Justificamos isso dizendo que como a

diferencial de X é injetora, os vetores X, e X, (derivada parcial de X em u e,



derivada parcial de X em v respectivamente) em que u e v S&0 parametros, tornam

se vetores linearmente independentes.

Podemos verificar isso, observando a matriz jacobiana que representa

esses vetores como sendo:

0x
du (uo, vo)
10y
0x
ov (uo, vo)
dy
I
Jj(uo, v0) = Iau (ug, vo)
0z
hou (uo, vo)
I
v (uo, o)
|
0z
v (uo, v0))

Essa matriz contém em sua primeira coluna o vetor X e na segunda coluna o vetor X..

Definimos uma submatriz r» X r, (aqui o sinal X esta indicando apenas
que se trata deuma matriz com r linhas e r colunas) de uma matriz Amx», Uma
matriz tal que € eliminada m —

r linhas e n — r colunas. O posto de uma submatriz é o maior inteiro r para o qual a
submatriz

r X r apresenta determinante ndo nulo.

De acordo com Tenenblat (2008) se a submatriz da matriz j(wo, vo) tiver
posto 2 a aplicacdo dX, serd injetora e seus vetores serdo linearmente
independentes, além do mais, o produto vetorial entre os vetores X, e X, em (uo,

Vo) ndo é nulo.

Este fato, da matriz associada a diferencial do sistema de coordenadas local
no ponto g



dX, ter posto 2, isto é, o determinante da submatriz de dX4 ndo é nulo também é
ressaltado por(MACKIW, 1995).

Observe que aqui, dX, quer dizer diferencial da aplicacdo X no ponto g
como citaBiezuner (2019)
Sejam S1, S2 ¢ R3 superficies regulares de classe Cke F : S1
— Sz umaaplicacdo diferenciavel de classe Ck. Dado p € S1 definimos a
aplicacdo diferencial
dFq = TpS1 — Tr(pS2

da seguinte forma: dado V € T,Sy, se a: I — S1 é uma curva
parametrizada regulartal que a(to) = p € @'(to) =V, entdo

dFq(V) = (F o a)'(to)
(BIEZUNER, 2019, p.68).

Aqui, a notagdo Cy indica que as superficies citadas admitem derivadas
continuas até uma ordem k, isto é, qualquer derivada da aplicacdo X cuja ordem
esteja naturalmente entre 1 e k, sera continua. Outra observacdo importante é a de
que o autor usa F no lugar de X ,no entanto, ambas tanto F quanto X s&o as letras
que representam as parametrizagcdes de uma superficie S mergulhada no espaco
tridimensional. A notacdo T,S indica plano tangente no ponto p fato esse que
vamos falar mais adiante. Entretanto, devemos ressaltar que nesta perspectiva, o
dX, cujo dominio esta em algum subconjunto do proprio dominio de X e sua

imagem é um traco que pertence ao espaco R3.

Ainda segundo Biezuner (2019), é possivel demostrar que dX, é uma
aplicagéo linear pois, como pode ser visto, dFq = TpS1 — Tr)S2 € a imagem da
diferencial esta em um plano tangente. Em Tenenblat (2008) também encontramos

referéncias a respeito da notagdo dF:

Dizemos que uma funcdo F: A ¢ R» — Rm é diferenciavel po
se existe uma aplicacdo linear de R» em Rm™, denotada por dFp: R»
— Rm, tal que, para todo

vetor w € Rn,

F(po +w) = F(po) + dF,,(w) + R(w)

onde lim " = 0- (TENENBLAT, 2008, P.21).

w—0 |w|



Um exemplo de superficie regular é dado por Lima (2016, p36) que € a

aplicacéo real fque esta definida em um subconjunto do R? como veremos.

Proposicéo 1. Seja f(u, v) uma funcdo real que apresenta derivadas parciais
de primeiraordem ndo necessariamente nulas, para qualquer ponto (u, v) de um

subconjunto aberto U de R?. Nestas condigdes, a aplicacéo:

X(w,v) = (W f(uv))
E uma superficie parametrizada e regular.

Figura 4: paraboloide hiperbdlico

FONTE: LIMA (2016)

Demonstracdo. Seja a superficie X dada por X(u, v) = (x, y, z) de tal
forma que suascoordenadas estdo definidas emu e visto é, x = x(u, v), y =
y(u, v) e z = z(u, v). Como X € uma superficie regular por hipotese da
proposicdo, a matriz jacobiana de dXq para o ponto

q = (uo,vo) tem posto 2. Deste modo

1 0
J=(0 1)
fu fv

Tem posto 2 e cujo determinante é ndo nulo. Esse fato conclui a

demonstragao por D’ Carmo (1976).

Um exemplo desse tipo de superficie é a parametrizacdo X(u, v) = (u, v,
u? — v2), como mostra a figura [6]. A natureza algébrica dessas estruturas €
marcada pela presenca dos primeiros parametros u,v e por fim, a funcédo f(u, v)

que pode ser qualquer func¢ao desde que seja continua.



Vejamos um outro exemplo, a funcdo f(u, v) = u? + v? com o0s
pardmetros u e v tambeém determinam uma superficie regular visto que a fungéo f
é naturalmente continua e, podemos escolher um subconjunto do dominio no qual

esta funcéo é localmente injetiva.

Na realidade, qualquer superficie sob estd forma com uma fungdo f
continua e bem definida em seu dominio serd uma superficie parametrizada e
regular. dizemos que essas superficies sdo graficos de funcdes parametrizadas e
sempre podemos toma-las como regulares uma vez que isso foi provado na

proposicdo 1 acima.

Logicamente, podemos destacar outras formas algébricas de
parametrizacdo que resultam em uma superficie regular, isto é, além das

superficies dadas por graficos de uma funcéo.

Figura 5: Superficie gerada por um grafico de fungao.

FONTE: Autor

Como se pode observar, o fato de a transformacgdo ser injetora é muito
importante parao estudo das superficies parametrizadas regulares. No entanto,
nem toda superficie € perfeitamente regular em alguns pontos de seu dominio,
algumas possuem locais de auto interse¢do assim como curvas que se cruzam em

um ou mais pontos. Nesse caso, mesmo que haja interse¢do podemos imaginar um



subconjunto do dominio em que essa superficie é regular.E desse assunto que trata

a proposicao seguinte:

« Alinjetividade de uma superficie regular
Proposi¢do 2. Dada uma superficie parametrizada regular X, definida em
Q c R? cujo traco estd em R3. Nestas condices, quaisquer que seja (Uo, Vo) € Q,

existe Q1 c Q tal que, (uo,vo) € Q1 e X restrita a Qi1 é injetora.

Demonstracdo. Seja a superficie X dada por X(u, v) = (X, y, z) de tal
forma que suas coordenadas estdo definidas em u e v isto €, x = x(u, v), y = y(u, V)
e z =z(u, v). Como X é umasuperficie regular por hipotese da proposi¢éo, a matriz

jacobiana de dXqpara o ponto g = (Uo, Vo) tem posto 2. Deste modo

Fﬂ (u0,v0) ax (u0,v0) )

ou
dv
2% (10, v0) ax (u0, v0)
dy dy
J(uo ,vo)= " (u0,v0) (u0,v0)
=
dv
|#0
ou
dv
% (u0,v0) o (0, v0)
loz (u0,v0) 8z (u0,v0) I
du
dv

[0u v ]

Consideremos a fungdo F(u, v) = (x(u, v), y(u, v)). Pelo teorema da funcéo

inversa existe Q1 < ( tal que F restrita a Q1 admite inversa e desse modo, €



injetora. Logo, para X(u, v) = (X, Y, z) 0 par (X, y) assumindo a forma F(u, v) = (X,
y) é consequentemente injetora, pois, mesmo que zo = z1, (Xo, Yo) # (X1, y1), pois F
é injetora. Assim, X(uo, vo) = (Xo, Yo, o) # X(uz, v1) = (X1, y1, z1). Concluisse a
demonstragéo.

No estudo das superficies parametrizadas regulares, a inventividade é um
critério obrigatdrio cuja necessidade esta relacionada com a existéncia de planos
tangentes. A proposicdo anterior garante que, se a matriz jacobiana de X tem posto
2 para todos os elementosde seu dominio, entéo ela ¢é injetora. Quando ocorre da
matriz jacobiana de X néo ter posto 2 para um ponto (Uo, Vo), dizemos que esse

ponto é um ponto singular de X.

Proposi¢do 3. Dada uma aplicacdo diferenciavel F cujo dominio é um
subconjunto aberto do R® e tem imagem nos nimeros reais R. Dizemos que, S =

{(xy,2) ER*|F(x, Y, 2)

= k} com k uma constante real € uma superficie parametrizada regular se para um
ponto p €

S, (Fx)% + (Fy)?+ 0emque Fy e Fy s&o as derivadas parciais de F.

Para provar essa proposicdo podemos tomar o teorema das funches
implicitas Guidorizzi, (2013, p.302). Neste caso, de acordo com Tenenblat (2008,

p.122) pode-se, sem perda por generalidade tomar F,(p) # 0 e, pelo teorema das

funcdes implicitas, existem um subconjunto U aberto no R? e uma funcéo u(x, y)
tal que, F(x, y, u(x, y)) = k. Logo, o conjunto (x, y, u(x, y)) em U sera uma

superficie parametrizada e diferencidvel. O mesmo pode ser feito para (Fy)2 e
(Fy)2.

* Mudanca de Parametro
Quaisquer duas superficies podem ser distintas algebricamente ou neste
caso, apresentarem parametrizacdes diferentes, mas, possuirem o mesmo traco. E

0 caso das

superficies Xo = (u, v, u?- v?)e X1 =(u + v,u- v, 4uv). Tanto Xo como X

descrevemo mesmo traco no R3 partindo de um mesmo dominio em R2.

De uma forma mais delicada, considera-se X como uma superficie
regular tal que



X: U c R2+— R3. Seja p uma funcdo de duas variaveis reais definidaem 2 c R2
a valores em U c R2. Em outras palavras, a fungdo p transforma os elementos de
N em vetores de U. Nestas condi¢Bes, qualquer elemento de U é imagem,
decorrente da transformacdo p, de um elemento de (2. Dai, seja Y superficie
regular tal que, Y: 2 € RZ+— R3e, Y = X o u € natural esperar que Y e X
apresentem o mesmo traco. Uma vez que isso ocorre Y é dita reparametrizacdo por

U.

O conceito de mudanca de parametros é essencial para o estudo de vetores
e dos planostangentes. Este serda um assunto abordado no préximo topico.

« Plano tangente
O conceito de plano tangente é fundamental ndo apenas para o célculo
diferencial, mas também para a geometria diferencial, uma vez que parte do

calculo diferencial se estende as aplicagdes na geometria diferencial.

Porém, esta pesquisa se restringe apenas as suas aplicacbes com respeito a
geometria. Oplano tangente em primeira analise permite a construcdo de areas de

superficies.

Em aspectos mais gerais, ele estd relacionado com as integrais de
superficie, a primeirae segunda forma quadratica e, limitando se a nosso interesse,

ao Teorema Egregium de Gauss.

* Vetor tangente
Segundo Tenenblat (2008), se uma superficie é regular, entdo existem
curvas contidas nela. E, pelo calculo diferencial e integral, em condigcdes

especificas, a derivada de uma curva determina um vetor tangente:

Seja, agora, F: A — R? e seja to € A. Geometricamente,

vemos " (to) como
dt
um “vetor tangente” & trajetoria de F, no ponto F(to).

[...] Definicéo 2. Seja F:A — R" derivavel em to, com o
(to)# —. Dizemos
dt 0
que ar (to) € um vetor tangente a trajetoria de F, em F(to).

(GUIDORIZZI, 2018,
dt

p.129).

Em Stewart, (2013, p.763), encontramos:



Seja a(t) uma curva contidaem X : U c Rz — R3,
parametrizada eregular. Qualquer w = a’(t) sera tangente a
superficie X. Em especial,

tomemos as curvas constantes em u e em v, as derivadas X, e

Xv (s@o as derivadas parciais de X em u e em v respectivamente)
serdo vetores tangentesa superficie.

Observa-se que, como consequéncia da regularidade de X, os vetores X, e
X» sao linearmente independentes e, com isso, possuiram representantes com
origens coincidentes quedeterminaram um plano. Os elementos desse plano seréo
naturalmente combinagdes lineares de

Xu e Xv. Quando ele existe, é chamado de plano tangente que sera o proximo
assunto.

« O plano tangente

O plano tangente de uma superficie em um ponto arbitrario q € definido
como sendo o0 conjunto de vetores tangentes a esta superficie relativo a este ponto
especifico. A partir do fatode, X, e X, aplicados a projecdo de g na superficie,
tratarem-se de vetores em um mesmo plano, podemos facilmente verificar que as
combinagdes lineares determinadas por esses vetores serdo tangentes a X no ponto
q fato que tomaremos como a proposi¢do seguinte. Contudo, podemos de inicio
apenas resumir que, o plano tangente a X no ponto go € um conjunto que contém
todos o0s vetores tangentes a X em qo. E possivel tomar outras formas dedefinicgéo,

como a utilizada por Stewart:
Suponha que uma superficie S tenha a equacdo z = f (X, Y),
onde f tenha derivadas parciais continuas de primeira ordem, e seja
P(Xo, Yo, zo) um ponto em S. [...], sejam Ci e Czas curvas obtidas pela
interseccdo dos planos verticais y = yo e X =xo com a superficie S.
Entdo o ponto P fica em C1 e Ca. Sejam T1 e T2 as retas tangentes a
curva Ci1 e Cz2 no ponto P. Entdo o plano tangente a superficie S no

ponto P é definidocomo o plano que contém as retas da tangente T1 e
T2. (STEWART, 2013, p.823)

Ja admitimos nesta pesquisa que, uma superficie é passiva a apresentar
planos tangentes se ela for diferenciavel. Isto é, se ela satisfaz as condicGes de

regularidade apresentadas na definicdo de superficie parametrizada regular.

Entretanto, é importante ressaltar que, esse conceito de tangencia nédo
implica que o plano interceptara a superficie apenas uma Unica vez. Para entender
esse fato, buscaremos a definicdo de tangéncia segundo Euclides e, retornaremos

ao calculo diferencial de uma variavelpara definir reta tangente a uma curva.



» Definicdo da reta tangente
Para Euclides( ), uma reta que, tocando o circulo e, sendo prolongada, ndo
0 corta, é dita tangente ao circulo.?

3 Os elementos de Euclides/ Irineu Bicudo/ livro 111 definicges p. 151.

Entretanto, Leithold (1994) argumenta que para o célculo de uma variavel,
essa definicdo é inadequada para curvas em geral, uma vez que, pode ocorrer
tangéncia em um ponto, mas a reta de tangente em alguns casos intercepta a curva
mais de uma vez. Nesse sentido, podemos definir reta tangente de forma mais
especifica para nosso estudo da seguinteforma:

Se uma curva C tiver uma equagdo y = f(x) e quisermos
encontrar a reta tangente a C em um ponto P(a, f(a)), consideramos

um ponto préximo Q(x, f(x)), onde x # a, e calculamos a inclinagéo
da reta secante PQ:

mpQ

O—f(@

= f

x—a

Entdo fazemos Q aproximar-se de P ao longo da curva C ao

obrigar x tendera a. Se mpq tender a um niimero m, entéo definimos a
tangente t como a reta que passa por P e tem inclinagdo m.[...]
(STEWART, 2013, p.131).

A partir disso, como vimos na definicdo de plano tangente como um
conjunto de retas tangentes a um ponto da superficie, se cada tangente é relativa a
uma curva da superficie, e, respaldando em Stewart e Leithold podemos concluir
naturalmente que o plano tangente ndo precisa tocar a superficie em um Gnico
ponto. Apenas que, a medida que nos aproximamos, demodo infinitesimal, de um

ponto da superficie, esta, vai adquirindo cada vez mais a forma de um plano.

« O plano tangente na perspectiva dos subespacos gerados
Segundo D’ Carmo (1976), o subespago gerado pela diferencial dX,(R?)
c (R3), onde, X uma parametrizacdo da superficie S, coincide com o conjunto do

plano tangente. O que faremos agora é demostrar esse fato.

Primeiro, observamos que, um subespaco ¢ um subconjunto de um espago

vetorial no qual se verificam os oito axiomas da algebra linear. Entretanto, quando



se trata de subespaco, dois critérios sdo observados; (i) se um par (u, v) pertence a
esse subespaco, entdo u + v também deve pertencer a ele; (ii) seja u um elemento
desse subespaco e o um numero real, ou deverd pertencer ao subespaco

considerado.

Seja A um conjunto finito de vetores, as combinacgdes lineares de seus
elementos determinam um subespaco®. Se tomarmos, dXq(R2?) c (R3) como um
conjunto de vetores independentes (podemos verificar facilmente que isso nao é
problema uma vez que, a superficie é dita regular, portanto, seus vetores

tangentes sdo linearmente independentes) é possivel

4 An Introduction Linear Algebra Bronson, R, Costa, G. 2007. Essa mesma referencia pode
ser encontradaem Steinbruch.

construir um subespaco vetorial com as combinacdes lineares envolvendo o0s
elementos de

dX,(R2) c (R3) pois os critérios (i), e (ii) podem ser facilmente verificados.

» O vetor normal
Em uma dada superficie, passiva a admitir plano tangente em um ponto,
digamos, no ponto p, é natural supor que haja uma reta que passa por p €, que seja

ortogonal ao plano.

Figura 6:Imagem produzida no GeoGebra das superficies que é o grafico da funcéo
ex+y e o planotangente no ponto (-1,1,1). A reta que passa por p é ortogonal ao
plano tangente

FONTE: Autor



Em D’ Carmo (1976), essa reta é chamada de reta ou linha normal no
ponto p. Por essalinha, é possivel observar dois sentidos e, de modo trivial, dois
vetores contidos nela e com sentidos opostos.

Deste modo, como consequéncia dessa reta ser normal ao plano tangente,
e, decorrentedas derivadas parciais da parametrizacdo da superficie em um dado
ponto serem vetores contidos no plano tangente e pelas propriedades do produto
vetorial podemos facilmente adotara direcdo ortogonal como sendo a:

N=Xu X Xy

Entretanto, é mais comum trabalhar com o vetor acima normalizado dessa
forma:

XX
N: Xu v

| Xux Xv|

Em Tenenblat (2008), se variar o ponto p em todo o dominio da superficie,

teremos umaaplicacdo diferencial chamada de aplicacdo normal de Gauss.

4. PRIMEIRA E SEGUNDA FORMA FUNDAMENTAL

Uma vez desenvolvido o conceito de plano tangente, hd muitas
propriedades que podem ser determinadas sob esta perspectiva. Ressaltaremos
duas que se trata de aplicacBes do plano tangente, aos nUmeros reais. Essas sdo a
primeira e a segunda forma fundamental ou forma quadratica, que, nesses textos,
recebera o nome forma fundamental em vez de forma quadraticaem referéncia a D’

Carmo e, por se tratar de um conceito fundamental na teoria local das superficies.

*  Primeira forma fundamental

Como ja mencionamos toda superficie regular admite um plano tangente no
subconjunto em que se encontra sua regularidade. E como todo plano é possivel
tracar infinitos pontos®, pela algebra linear, cada ponto do plano possui uma
correspondéncia biunivoca com os vetores do plano. Desse modo, pode-se inferir
que se no plano ha infinitos pontos, é natural esperar que 0 mesmo ocorra em
termos de vetores. Com isso, e, tomando um plano tangente a um ponto q deuma

superficie regular parametrizada, decorrente do raciocinio anterior, sabemos que



esse plano ha infinitos vetores e, todos eles sdo combinacdes lineares dos vetores

tangentes as curvascoordenadas como foi dito em 2.2 desse texto.

Tudo isso nos permite desenvolver uma aplicagdo real muito importante
que associa cada vetor desse plano ao seu modulo elevado ao quadrado. Essa
aplicacdo recebe o nome de primeira forma quadratica ou primeira forma
fundamental relativa ao plano tangente T no ponto
g. de forma mais formal:

[...] Definigdo. Seja X:U c R? — R® uma superficie
parametrizada regular,
vV g €U, aaplicacdo
lg=TeX — R
W — lg(w) = < w, w > = |w}?

é denominada a primeira forma quadratica de X em q.
(TENENBLAT,2008 p. 138).

5> Todo plano tem infinitos pontos. Essa é uma nogéo primitiva encontrada em muitos
materiais de geometria plana. Entretanto, podemos citar a obra Fundamentos de Matematica
elementar 9; geometria plana/ Dolce, Osvaldo, Pompeo, josé.

Podemos imaginar w sob a seguinte forma:
w = aXu(uo,vo) + bXuv(uo, vo)
como I4(w) = |w|? temos que

|W|2 =a? < Xy Xy > (U-O; UO) + 2ab < Xy, Xy > (uO, 7-70) + b2 <
XU;XU >
(uo, vo)

Em termos de simplificacdo, faremos:
E(uo, v0) = < Xu, Xu > (uo, v0)
F(uo,vo) = < Xu, Xv > (uo, vo)
G(uo,vo) = < Xv, Xv > (uo, o)

Desse modo, a primeira forma fundamental pode ser representada sob a
seguinte forma:

I4(w)= a?E(uo, vo) + 2abF(uo, vo) + b?>G(uo, vo)



Variando o ponto (uo, vo) N0 dominio, 0s nimeros E, F e G tomam a forma
de funcdes reais chamadas de coeficientes da primeira forma fundamental relativa

a superficie. Essas fungdes assumem algumas propriedades muito importantes:

12 propriedade: E(u, v) e G(u, v) sdo ambas maiores que zero.
Prova: se observar as funcbes E e G é facil notar que ambas sdo modulos
dos vetores X.e X, respectivamente. Como todo modulo por definicdo é maior do

que zero essa propriedade fica demostrada.

2% propriedade: E(u, v)G(u, v)—F(u,v)? > 0.

Prova: decorrentes das propriedades dos vetores tém se que:
< Xu, Xv >2 = | Xu|?|Xv|%2c0s%6 (cosseno do angulo entre dois vetores)

Pela propriedade fundamental da trigonometria, cos?8 = 1 - sen?6 e, pela
consequéncia da definicdo de produto vetorial |Xu X Xu|%2 = |Xu|?|Xv|2sen?6.

Logo, com as duas propriedades acima, podemos construir a relacao:

|Xu X Xv|2+ < Xu;Xv >2 = |Xu|2|XV|2

1)

Onde < Xy, X» >2 = F(u, v) e |Xu|?|Xv|2= E(u, v)2G(w v)2. O fato de | Xy
X Xy|2serum quadrado, implica que é sempre maior que zero logo a relacao

(1), na perspectiva dos

coeficientes da primeira forma fundamental, se resume a E(u, v)G(u, v) - F(u,

v)2 > 0 desse modo fica concluida a demonstragéo.

* Relacdo da primeira forma fundamental com alguns conceitos
importantes

Em D’ Carmo (1976) os conceitos de comprimento de curvas, angulo entre
vetores tangentes e a area de uma superficie estdo relacionados com a primeira
forma fundamental. Neste trabalho, nos restringiremos a demonstrar a area em

termos da primeira forma fundamental, por se tratar de uma demonstracdo bem



delicada. Mas de resto, o0 comprimento decurva e 0 cosseno do angulo entre os

vetores tangentes sdo imediatamente justificaveis.

O comprimento de uma curva pelo calculo diferencial é dado da seguinte

forma:

At

J le@®]dt

Entretanto, observa-se naturalmente que, a'(t) € naturalmente equivalente

a primeiraforma fundamental lqw( @'(t)). Logo podemos escrever:

At
At

[ ld®|dt = [ V(law( a'(t)))dt

Essa propriedade pode ser verificada facilmente pela definicdo da

primeira formafundamental.

O cosseno entre dois vetores tangentes a um plano é dado por:

1Lw2>

cosf = <w

Iwi|wz|

1)

)

Lembrando que, (wi+wz2) também é tangente ao plano, temos que:

<wi+wwi+wz>= |[wi|2+ 2 < wi,wz > + |wz|?

)

Decorrente das relagbes (1) e (2) da seccdo 3.2, e, pela definicdo da

primeira formafundamental, obtemos o seguinte resultado:

[2V (WD) Io(w2))] cos8 = Iy(wr + w2) = Io(w1) - Io(w2)

Da relacdo (3) da seccdo 3.2 podemos verificar que, se utilizarmos os
vetores tangentesas curvas coordenadas® isto é, Xue Xv e, a relacéo (3) pode-se

chegar ao seguinte resultado:

(3)



E(u, v)G(u, v)cos?0 = F?(u,v)

Em (4), € notavel que, se tratando das curvas coordenadas, se 0 angulo

(4) formado pelos seus vetores tangentes for reto, entdo F(u, v) = 0.Em
outras palavras, toda superficie em que o coeficiente F for nulo teremos que
suas curvas coordenadas terdo vetores tangentes ortogonais. Em D’ Carmo,
essas superficies sdo designadas por parametrizacdo ortogonal.

Figura 7: Vetores tangentes as curvas coordenadas

FONTE: Autor.

E por fim, falamos da area de uma superficie. Como ja ressaltamos no
inicio da secc¢do, esse conceito ndo sera demostrado aqui, mas o leitor pode vé-la
em muitas obras de calculo diferencial. Dessa forma, partindo do calculo

diferencial, sabemos que a area de uma superficieé equivalente a:

A “area” AS de ABCD é, entdo, aproximada pela area do paralelogramo de lados 99(u,
V)Au e ac(U, V)Av:
ou av

& As curvas coordenadas forma mencionadas na seccdo 1.1. Essas curvas sdo decorrentes
da fixacdo de um parametro da superficie, isto €, seja X(u, v) essa superficie, fixando u = k
(constante), obtém-se a curva X(k, v) em que o pardmetro que esta variando é o v.

Nada mais natural, entdo, do que definir a &rea de o por



(GUIDORIZZI,2013,
p.211).

No entanto, na linguagem em que usamos, 99 e 99 s§o devidamente 0s
vetores X

e X

v

du

respectivamente. O produto || a0 (u,v) A a0 (u,v)|| pode naturalmente ser

representado por
du v
|Xu X Xu|. Decorre de (1) da seccao anterior que:

|Xu X Xo|2+ < Xu, Xo >2 = | Xu|?|Xo|?

| Xul 2 Xo]? =

v
E(u, v)G(u, v) assim como < Xy, Xy >2= F2(u,v). Com tudo isso, podemos

escrever a areada seguinte forma:

Area= [, [|1Xu X Xy ||dudv = [[, VEG — F2dud

()

Com arelacéo (5) finalizamos a sec¢do 3.2 para dar continuidade aos demais
conceitos.

« Segunda forma fundamental

De forma semelhante ao que fizemos na seccao anterior, destacamos mais
um dos conceitos que é extremamente importante no estudo das superficies, a
segunda forma fundamental. Ela esta relacionada naturalmente com a distancia de
um ponto g até o plano tangente a p tomando g com um ponto na regido proxima
de p como cita Garcia Alvarado (2006). No entanto, tomemos esse raciocinio de

acordo com a linguagem que foi utilizada até o momento.

. distéancia de um ponto g préximo de p em relacdo ao plano tangente a p



Se dada uma superficie X(u, v) e, um ponto p = (uo, Vo), € seja TpX um

plano tangentea X no ponto p. E facil notar que T»X € o plano determinado por:

[(X, Y Z) - X(UO, UO)]N(UO; vO) =0

(1)

Observe que, N (uo, vo) € 0 vetor normal unitario relativo ao ponto p = (uo,
vo). Nossoobjetivo é calcular a distancia de um ponto g = (uo + k1, vo + k2) ao

plano tangente T,X. (ver figura 8).

Figura 8: Demostra os dois pontos p e q de modo que p esta no plano tangente, enquanto que
opontoq
esta apenas na superficie.

FONTE: autor.

Para isso, tomemos:

d = [X(u() + k1, v0 + kz) - X(uo, Uo)]N(uo, 170)

em que, d é a distancia de g ao plano tangente. De uma forma mais
especifica, imaginamos uma curva a(t) = X(u(t), v(t)) passando por g e por p.

Logo teriamos d sob a forma:

d = [X(u(ty),v(t) — X(uo, vo)]N(uo, vo)

)



Pelo polinbmio de Taylor, d pode tomar a seguinte forma:

(3) dd = [(@(©))(48) +az 2(a(t)) (AD)? + E(t)] Nt
(4)dt 2!dto)
Podemos entdo dizer que, a distancia d é aproximadamente:

d= a_”(_tm ,((A1) , N(to))2!

(5)Com o limite do erro

|E(®)]

(At)2 igual a zero quando (At) tender a zero. Desse modo,

podemos dizer que a distancia d esta dada de uma maneira geral pela forma
quadratica:

(6) Hp(a(t)) = (a”’(to), N(to))

A relacdo (6) da seccdo 3.3.1 € tambem chamada de segunda forma
fundamental (ALVARADO,2006, p 76). S&o muitos 0s raciocinios que conduzem

a segunda forma fundamental.

Um exemplo dessa diversidade pode ser visto em D’ Carmo, (1976) que
ressalta a possibilidade da segunda forma fundamental surgir simplesmente das
derivadas segundas e, desua interagdo com as normais a esses pontos. No entanto,
ndo é objetivo deste estudo demostrar os variados raciocinios que conduzem a

segunda forma quadratica. Por isso, daremos continuidade demostrando a

independéncia de I,(w) relativo a curva escolhida.

. A segunda forma fundamental é independente da curva

Provaremos a seguir que II,(w) é independente da curva a(t) isto é,
qualquer que sejaa curva, a segunda forma fundamental em um dado ponto € a
mesma para todas as curvas da superficie que passam por esse ponto. Essa
demonstracdo é de suma importdncia para o desenvolvimento do conceito de
segunda forma fundamental, pois, a partir dela, sera possivel observar as funcdes

diferenciaveis que fazem parte da estrutura da aplicacdo I1,(w).

Para isso, tomemos a(t) = X(u(t),v(t)) de modo que, p = (u(to),
v(to)) €

a’'(to) = w. Desse modo, temos:



a'(t) = wW(O)Xu(u(t), v(t)) + vV(®)Xv(u(t), v(t))

e, a’(t) = u"(O)Xu(u(t), v(t)) + (W' (1) Xuu(u(t), v(t)) +
21(1')(t)v'(t)Xuv(u(t), v(0)) + (V') Xw(u(t), v(1)) + v () Xo(u(t),
v(t

com isso, e com a equacao (6) da sec¢éo 3.3.1 obtemos:

(7))
(8)

II,(w) = (W(t0))? < Xuw, N > (u(to), v(to)) + 2u'(to)v'(to) < Xuv,
N >

(u(to), v(to)) + (V'(t0))? < Xuw, N > (u(to), v(to))

(9)

Decorrente da igualdade (9) seccdo 3.3.2, fica demostrada que a segunda
forma fundamental ndo depende da curva dada, mas, ela pode variar de acordo
com os pontos escolhidos, isto €, variando o pardmetro t, e consequentemente,

variando o ponto p = (u(t),v(t)) os valores de I1,(w) também variam.

Como consequéncia da sua definicdo, a segunda forma fundamental tem
como principal finalidade determinar uma relacdo univoca com a primeira forma

fundamental. Esse sera o assunto do préximo topico.

+ CURVATURAS
Nesta sec¢do, sera destacado 0s conceitos de curvatura normal, curvaturas
principais e curvatura de Gauss. Em contra partida, hd& muitos outros tipos de

curvaturas, mas para este estudo, focaremos apenas nessas em questéo.

e curvatura normal
A aplicagédo que associa a segunda forma fundamental com a primeira em
termos de uma razéo é chamada de curvatura normal. Sua importancia principal se

deve ao fato de que esta aplicacdo coincide com a curvatura de uma ‘se¢do normal



da superficie por um vetor w tangente a mesma. De uma forma mais especifica

podemos dizer que:

kn

Como o leitor pode facilmente verificar, tanto a primeira quanto a
segunda formafundamental ndo dependem da curva escolhida. Nestas
condicdes, podemos escolher

arbitrariamente uma curva parametrizada pelo comprimento de arco e, assim,
termos que

I4(w) = 1 e desse modo:

kn = Iq(w) = (a”(s0), N(uo, v0)) = k(so)(n(so), N(uo, v0))

@)

Em que os elementos k(so) e n(so)sdo a curvatura de a(to)e 0 vetor
normal a curva

a(so)em so respectivamente. A equacdo (2) desta secdo é usada como ponto de
partida para uma interpretacdo geométrica da segunda forma fundamental. No

entanto ndo a faremos aqui uma vez que ndo € objetivo desse estudo.

«  Curvaturas principais, curvatura de Gauss
A curvatura normal kn(w) é uma funcdo continua e, por essa razdo,

admite valorminimo e maximo relativos a pontos (vetores) de minimo e maximo.

Veja a proposicéo:

" Uma se¢do normal da superficie determinada por um vetor tangente w é uma curva obtida
pela intersecdoda parametrizagdo local X(u, v) com um plano ortogonal a w e que contenha o
mesmao. Tenenblat (2008) p 155.

6.1 Proposi¢do. Sejam X(u, v) uma superficie parametrizada
regular e kn a funcdo curvatura normal de X em g = (uo, vo). Entéo,
existem vetores unitarios e ortogonais wi, w2 € TgX tais que ki =



kn(w1) e k2 = kn(w2) sdo os valores minimo e maximo da funcéo kn.
Tenenblat 2008. P.161.

O leitor podera visualizar a demonstracdo dessa proposi¢cdo na propria
obra de Tenenblat. Os vetores citados w1 e w2 nas condi¢des dessa proposi¢éo sao
denotados por vetores principais €, os valores k1 e k; s&o chamados de curvaturas

principais de X no ponto q.

5.3 A curvatura gaussiana

Como vimos no tdpico anterior, a fungdo curvatura normal possui valores
de maximo e minimo relativos aos vetores nas chamadas dire¢des principais. O
produto dessas curvaturas € denominado de curvatura de Gauss ou curvatura

gaussiana:
K = kik:

Pode-se tambem a expressar em funcdo dos coeficientes da primeira e
segunda forma fundamental:

eg — f?
K = EG — F?

Provaremos mais tarde que esta curvatura definida acima s6 depende da
primeira formafundamental. Fato que ficou conhecido como teorema notavel de

Gauss.

6. SI'I\/IBQLOS DE CHRISTOFFEL DE UMA DADA
SUPERFICIE X

Para a teoria local das curvas, o triedro de Frenet € fundamental para a
construgdo de uma base em R® para o estudo de uma maneira geral. Do mesmo
modo, para a teoria das superficies, usaremos a base {X., Xv, N} que tem muita
importancia quando estudamos curvas geodesicas e curvaturas. Desse modo

temos que:

qu:F1Xu+ FZXU-I_allNI

11 11

1)



Xw=T1Xu+ I? X, + azN,
12 12

Xow=T1Xu+ I?2 Xy + az2N,
22 22

Ny = b11Xy + b12Xy,
Ny = b21Xu + b22X,

As trés primeiras equacdes descrevem as segundas derivadas parciais de X
com relacdo a base {X., Xv, N}. As duas Ultimas equacBes sdo as primeiras
derivadas parciais de N em relacdo a u e v.

i

Os coeficientes I'* devem ser determinados em funcéo dos coeficientes das
formas fundamentais. Para isso, considera-se a produto interno das equacgdes
acima com os vetores Xye X,, e da mesma forma, o produto interno das trés
primeiras com N e por manipulacdo algébrica, podemos chegar nos seguintes

resultados:

a1 =e a2 =f,an =g

l"l GEu—2FFu+FEv 2
2EFy—EEv—FEu
11 =
2(EG—F?) )T =(
2(EG—F2) )’
= ( )' F = ( )l
Fl GEv—=FGu 2 EGu—FEv

2(EG—F2)



It 2GFr=GGu+FGv 2

EGy—2FFv+FGu

22 =(

2(EG—F2) )
p = (tF—eG), b

= (eF=fE),
11 EG—F2 12

EG—F?
b gF—fG
fF—gE

21 = (gg_p2), b22 = (gg_p2)

Esses coeficientes sobre essa forma sdo fundamentais para o
desenvolvimento do teorema que é objeto desse estudo, o Teorema Notavel de
Gauss. A proxima seccdo serd sobre sua demonstracdo e serd mostrado uma

aplicacdo a Cartografia.

7. TEOREMA EGREGIUM DE GAUSS E SUA UTILIDADE NA
TEORIALOCAL DAS SUPERFICIES

Vimos até 0 momento que a curvatura de Gauss ou curvatura gaussiana foi
construida a partir da segunda forma quadratica como cita na pagina 207
Tenenblat, “Nesta se¢do (se¢do 9),veremos um dos teoremas mais importantes da

teoria das superficies, que afirma que a curvaturagaussiana, definida a partir da



segunda forma quadrética, depende somente da primeira forma quadratica”
Tenenblat (2008). Faremos uma breve demonstracdo desse teorema e, descaremos
como ela pode ser Util na teoria geral da relatividade.

De forma inicial devemos nos lembrar de que, dada uma superficie
regular, entdo ela precisa conter derivadas de todas as ordens, entdo devem ser

satisfeitas as relages:

Nuw = Nwu

Substituindo as relaces (1) da secdo 5 nas relagcdes acima teremos que,
nas trés equaces, estdo presentes os termos da base Xu, Xve N. Subtraindo o lado
esquerdo pelo termodo lado direto em todas as trés equacdes, podemos agrupar 0s
termos em funcédo a obté-los na base {Xu, Xv, N} e assim, cada coeficiente relativo
a um dos vetores desta base se anulara dando origem a nove equages® nas quais
trés se destacam e, as demais sdo caso equivalentes:

ey —fu=ell + f(I? —Tt)—gI?
12 12 11 11

fo=gu=el" +f(I? =T') - gI?
22 22 12 12

—EK = (I2), — 2

+T1T2 — 112 4(12)2 — 22



12 11y

12 11
11 12 12

11 22

A Ultima expressdo algébrica é dita equacdo de Gauss onde K € a curvatura
gaussiana.

A partir dela podemos exprimir o seguinte resultado:

Teorema de Egregium de Gauss. A curvatura gaussiana K s6 depende da

primeira formafundamental.

Podemos citar uma consequéncia imediata desse teorema, superficies
isométricas tém exatamente a mesma curvatura gaussiana em pontos
correspondentes (TENENBLAT, 2008, p.208). Isso ocorre pois segundo D’Carmo
(1976, p.218) superficies isometricas preservam a primeira forma fundamental,
com isso, e de acordo com o teorema acima, as superficies que preservam a
primeira forma fundamental possuem a mesma curvatura gaussiana. Tudo isso é
atil para compreender fenémenos que envolvem projecdes de uma dada superficie

em outra incluido um caso especial a projecao cartogréafica.
A equacdo: —EK = (I'?), —1TI?

+ 1Tz —T1r24(rz)2—-r2rz também é
12 11y
12 11
11 12 12

11 22

chamada de férmula de Gauss como cita D’ Carmo:

8 Caso o leitor se interesse pela demonstracdo detalhada ela pode ser encontrada em D’
Carmo Differential Geometry of Curves and Surfaces p 231-234. Ou em Notas de Aula de
Geometria Diferencial Biezuner R. p 118-120

A expressdo acima, que produz o valor de K em termos dos
coeficientes da primeira forma fundamental e seus derivados, €
conhecida como férmula de Gauss. Foi provado pela primeira vez por
Gauss em um famoso artigo [1].



O teorema de Gauss é considerado, pela extensdo de suas
consequéncias, um dos fatos mais importantes da geometria
diferencial. (D’°CARMO, 1976, p.234-235).

O mesmo também ressalta que a equacao pode também ser escrita da
seguinte forma:

(T )y — (T1)y +T2T1 —T2T1 = FK
12 11
12 12

11 22

Observamos esta expressdao sO é possivel de F # 0. Continuaremos
explorando as consequéncias do teorema de Egregium porem agora, analisando
um tipo especial de curvas demodo que, podemos mostrar que se duas superficies
tém a mesma curvatura gaussiana entdo seestas curvas forem minimizantes, isto e,
de comprimento minimos em uma das superficies, continuaram sendo na outra
superficie, isto é, a propriedade minimizantes se preserva em superficies com a
mesma curvatura gaussiana. Para entender melhor isso, é interessante definir que
curvas sdo essas, e por que elas sdo importantes para a geometria diferencial.
Desde a Grécia Antiga ja se sabia que a Terra ndo era plana de acordo com
Ruggiero (2014). Isso de deve as constantes observacdes astrondmicas e
maritimas. Logo esse fato de a Terra ser redonda implicava uma questdo muito
interessante, entre dois pontos da Terra, qual o0 menor caminho entre eles? Essa
questdo foi crucial na descoberta do numero . (RUGGIERO, 2014, p.34). Esta
curva com o0 menor caminho entre dois pontos é chamada de geodésica (LIMA,
2016, p.99). no plano, as linhas (ou curvas) mais curtas, isto €, de menor caminho
entre dois pontos sdo as retas,em outras palavras, todas as retas de um plano séo
geodésicas desse plano (TENENBLAT, 2008, p.196). Mostraremos agora de um
modo mais formal como uma geodésica € uma curva de comprimento menor que
qualquer outra curva de uma certa superficie. Faremos isso, supondo que dada
uma superficie regular S, e um ponto p de tal modo que exista um plano tangente
T,S e uma vizinhanca aberta U-(p) = {p — r, p + r} com U;(p) < T»S e uma
imagemde U,-(p) em S dada por B-(p) chamada de bola geodésica de S segundo
Lima (2016). Tomemos agora a curva geodeésica y: [a, b] = B-(p) que assume

as seguintes propriedades;



y(0) =p ey (0) = we w é um vetor do plano T,S. Ainda de acordo com Lima
(2016) esta aplicagdo y nestas condicGes é chamada de aplicacdo exponencial e, é
um isomorfismo. Portanto, assume uma inversa diferencidvel que denotamos
por y~1. Seja entdo «a(t) =

y~1(o(t)) com t € [a, b] e o é uma curva qualquer entre os dois pontos [a, b]. E
facil verificar

que escrever:

a(t) =

< da(t), a(t) >

lla(O1?

a(t) + < a'(t),at(t) > ai(t)

O termo at(t) é ortonormal a a(t). Podemos verificar facilmente que
esta equacdo éverdadeira observando que se entre a(t) e a'(t) existe um angulo 6
entdo entre ai(t) e a'(t)

— 6). Assim, fazendo o modulo de a (£) nos dois membros da

equacéo ela

- N [
existe um angulo (

2

se verificara. Deste modo, como tomamos a(t) = y~1(o(t)) entdo nada mais
natural que

a(t) = y(a(t)). Derivando o em t, obtemos o’'(t) = y'(a(t))a'(t). Com isso
temos:

< a(t), a(t) >
a(@®) =7y (@®)
la (O

a(t) + < a'(t),at(t) > at(t)]

. . , , F > <af =
A partir disto concluimos que, [|o’()]| = =« 0> = <e Da®> = d

lla(®)]| logo

lla (0112

lle@Il



bd

dt

dt

se integrando ambos os lados no intervalo [a, b] em relagdo a t chegamos ao
seguinte resultado:

b
L=[ llo@®lldt = [
la(@®ll dt = lla(b)|| = lla(@)|| = &
A Ultima igualdade ||a(b)|| — |la(a)|| = I, € devido ao fato de que a(t) =

y~1(a(t)) € um isomorfismo além de y nas condi¢des em que foi estabelecida é
uma isometria local, isto ¢, preserva o comprimento (LIMA, 2016, p.102). logo
fica demostrado que a geodésica é uma curva de menor comprimento I, > 1.
Finalmente, estamos agora determinados a mostrar como superficies isométricas
terdo a mesma curvatura gaussiana e preservam as curvas geodésicas segundo

Tenenblat:
Portanto, segue-se da defini¢do 4.5 de superficies isométricas
e do fato de que as geodésicas sdo caracterizadas pelo sistema de
equacdes (31) que, se duas superficies sdo isométricas, entdo as

geodésicas de uma superficie sdo levadas em geodésicas de outra
superficies através de isometria. (TENENBLAT, 2008, p.200)

Para isso, observaremos com detalhes alguns casos particulares, como por
exemplo, ascurvas minimas de um cilindro circular tém imagens que sdo curvas
minimas em um plano? Observamos que, uma possivel parametrizacdo de um
cilindro circular é dada por X(u, v) = (r cosu,r senu,v) comr > 0 o0 raio

entre a superficie e 0 seu eixo.

Segundo Tenenblat (2008), é crivel estabelecer a curvatura gaussiana

de X(u, v) =(r cos u, r sen u, v) determinando uma dire¢cdo ortogonal a ela



n(uo, vo) = (Xu X Xv) € derivando X (u, v) até a segunda ordem em u em seguida
derivando X (u, v) em u e depois em
v por fim derivando X(u, v) até a segunda ordem em v. Desse modo a curvatura

gaussiana vaiser igual a:

_ (=rcosuo,—7r senuo,0)(0, 0, 0)

K (cosu

,senu

,0)

I
o

|(cosuo, senup, 0)[* 0

Assim, a curvatura gaussiana de um cilindro é nula em qualquer dos seus
pontos. Sabemos também que a curvatura de Gauss da faixa de plano é nula K = 0
segundo Tenenblat:

Se X é uma superficie parametrizada regular que descreve
um plana, ja vimos que a curvatura normal em qualquer ponto é
identicamente nula, portanto, as curvaturas principais sdo k1 = k2 =0
e todo vetor unitario € um vetor principal. Concluimos que a curvatura

gaussiana e a curvatura média sdo identicamente nulas.
(TENENBLAT, 2008, p.163).

Partindo disso, e observando que pelo Teorema de Egregium de Gauss, a
curvatura gaussiana K s6 depende da primeira forma fundamental por inferéncia
temos que superficies com a primeira forma fundamental que coincide possuem a
mesma curvatura gaussiana, portanto sao superficies isométricas que preservam as
geometrias intrinsecas, isto é, preservam,area, angulos, comprimentos, e qualquer
outra propriedade intrinseca. Desta forma as curvas geodeésicas do cilindro circular
se preservam ao ser levadas para o plano em outras palavras, as curvas de
comprimento minimo no cilindro circular sdo imagens de retas no plano.
Mostraremos isso provando que se usarmos qualquer curva de comprimento
minimo no cilindro circular, ela tera como imagem no plano uma reta e,
reciprocamente, qualquer reta de uma faixa de plano havera uma imagem com

comprimento minimo no cilindro circular.

J& sabemos que uma possivel parametrizacdo do cilindro circular é dada

por X(u, v) = (r cos u, r sen u , v) e que segundo D’Carmo (1976) os



meridianos, os paralelos e as hélices circulares sdo as Unicas geodésicas do

cilindro circular veja na figura 9:

Figura 9: Para uma reta de uma faixa de plano, a sua imagem no cilindro circular é uma
geodésica quecorresponde a uma hélice circular.

FONTE: D’Carmo (1976) p. 247. Se trata de figura 4-15. Geodésicas em um
plano.

Faremos a constatacdo empirica dessa ideia tomando uma hélice circular
contida nocilindro X(u, v) tal como a(t) = (r cos(at + uo), r sen(at + uo), ct
+ 1), t ER,cOmace
b constantes ndo-nulas. Essa curva é claramente uma heélice circular segundo
Tenenblat (2008).Além disso, podemos notar que existe uma aplicacdo u que

relaciona os parametros da

u
superficie em relacdo a t na forma (u, v) = (at + uo, ct + vo) que claramente é
uma reta que

contém o ponto (u ,v ) poisseu =at+ u

Uu—up v—v0

ev=ct+ v entdo = logo v =

ou ainda,



a aplicacdo que conduz (at + uo, ct + vo) aos pontos (r cos(at + uo), rsen(at +
Up), ct +

), t € IR, é uma isometria local que preserva as geodésicas.

Tomemos agora a seguinte situacdo, seja S(t) = (r cos uo, 7 sen uo, ct +

Vo) vemos que esta curva € um meridiano no cilindro circular como mostra a

figura 10.
Figura 10:cilindro circular equilatero. As retas paralelas a (PQ) sdo meridianos
AA—L] 7

FONTE: FONTE: https://www.colegioweb.com.br

E igualmente, como fizemos demostrando que qualquer curva geodésica
no cilindro circular tem como imagem uma reta, faremos agora a demonstracao de
que qualquer reta no plano tera imagem, uma hélice circular, meridiano ou
paralelos por que sdo superficies isométricas e possuem a curvatura gaussiana.

Para isso, tomemos uma reta qualquer do plano

— -1
sob a forma { u=cos "t

v=2cos1t+1
para um cilindro circular de raio r temos a seguinte curva


http://www.colegioweb.com.br/
http://www.colegioweb.com.br/

Bi(t) = (rt,rV1 — t2,2 cos~1 t + 1) que esta contina nele. E 81 é uma hélice

circular comomostra a figura 11:

Figura 11: A curva B_1 definida para r=2 feito no GeoGebra é uma hélice circular

FONTE: AUTOR

Observamos que qualquer cilindro circular de raio r = 2 contem esta
curva. Portanto isso contata o que queriamos ver, qualquer curva de comprimento
minimo no cilindro circularsera uma reta no plano e, qualquer reta no plano sera
uma geodésica no cilindro circular. Veremos de uma forma semelhante se as
curvas minimas de uma esfera serdo minimas no planoou nédo. Para isso, tomemos
uma parametrizacdo local segundo Tenenblat (2008) X(u,v) =(asenvcosu,a
senvsenu,acosv)coma>0,u€R 0<v<m Ascurvas de comprimento
minimo de uma esfera sdo as circunferéncias maximas como cita Ruggiero
(2014):

Na esfera S2 = {x2 4 e2 4+ z2 = r2 }, as Unicas curvas cuja aceleragdo é
sempre perpendicular a esfera sdo as circunferéncias maximas de raio
r contidas na esfera, parametrizadas com velocidade constante. Com
efeito, observar que as circunferéncias maximas sdo as Unicas curvas

planas contidas na esfera cujos vetoresnormais (como curvas em R3)
sdo perpendiculares a esfera. (RUGGIERO, 2014, p.41).

Uma circunferéncia maxima na esfera pode ser dada por y(t) = (a cos t,
a sen t , 0) éuma curva de comprimento minimo na esfera e também é
circunferéncia maxima, isto €, se tratade uma curva que coincide com o centro da

esfera Biezuner (2019). Como veremos na figura 12:



Figura 12: esfera de raio r=1 com uma circunferéncia maxima com origem coincidindo com
a origem da
esfera.

FONTE: Autor
De acordo com a o teorema de Gauss como a esfera e o plano ndo sao

isométricos deuma maneira geral suas curvaturas gaussianas serdo distintas, de

fato 0 da esfera é K = *

a2
Tenenblat (2008) e ja vimos que a curvatura de um plano € K = 0 entdo eles ndo
possuem umaisometria que preserve suas formas intrinsecas, logo por inferéncia,
chegamos ao fato de que ambas esfera e plano ndo preservam as propriedades que
dependem da primeira forma fundamental. Isso pode ser facilmente observado

segundo Lima:

(INVARIANCIA DO COMPRIMENTO POR
ISOMETRIAS). Sejam f :
S1- S2 uma isometria local entre superficies regulares, Sie, Sz, e a: I
—, S1uma curva parametrizada regular. Entdo, f o a: I —, S2 é uma
curva parametrizada regular e, para todo intervalo [a, b] < I, vale a
igualdade:

Lb (fo a) =Lb(a).

(LIMA, 2016, p.97).



Isso simplesmente significa que superficies isométricas preservam o
comprimento, enquanto que, se as mesmas ndo o forem, elas ndo conservam as

suas extensdes. Esse fato, portanto, ocorre com a esfera.

Além disso, devemos relembrar que a isometria depende somente dos
coeficientes da primeira forma fundamental como cita Tenenblat (2008)
complementando Lima (2016):

Sejam X(u,v) e Xu, v), (u,v) € U c R2 superficies
simples. Dizemos que X e X sdo superficies isométricas se, para
todo (u,v) € U, os coeficientes da primeira forma quadratica de X e
Xcoincidem, isto &, E(u,v) = Ku, v), F(u,v) =
Ku,v), G(u,v) = G(u,v). (TENENBLET, 2008, P.144)

No caso de superficies que ndo sdo isométricas de uma forma geral ou

local esse fato ndo ocorre.

Com base em tudo isso, é conveniente proferir que uma esfera nunca sera
perfeitamente desenrolada em uma faixa de plano, isso decorre do fato de que,
como ja citamos, ambas as superficies, ndo sdo isométricas, logo ndo possuem a
mesma curvatura gaussiana pois como é dito pelo teorema notavel de Gauss, a
curvatura gaussiana s6 depende da primeira forma fundamental. Desse modo,
qualquer propriedade intrinseca da esfera seja comprimento, angulos, areas, ao
fazer o transporte para uma faixa de plano esses elementos ndo séo preservados.

Vejamos a seguinte situacao:

Figura 13: triangulo na esfera de raio unitério.



FONTE: Autor

A esfera ilustrada na imagem, contem um triangulo que é conhecido como
triangulo geodesico como cita Lima, (2016):

Um tridngulo geodésico numa superficie regular S € um
subconjunto A de S,0 qual é homeomorfo a uma bola fechada de R2 e
cujo bordo, dA, é o traco de uma curva continuay : I c R - S, a qual

tem as seguintes propriedades:[...] (LIMA,2016, p.114)
Neste caso, a superficie S no qual Lima (2016) se refere, sera a esfera, no
entanto, um triangulo geodésico, como foi dito na definicéo, existe em qualquer
superficie. No triangulo da figura 13 podemos ver que as curvas que O

delimitam sdo a(t) = (cost,sent,0),£(t) =

(0,cost,sent) ey = (cost,0,sent) definidas em [0, M, isto &, ambas tem

dominio em um segmento de um plano de comprimento = dessa forma, podemos
tomar os dominios dessas curvas de modo a formar um triangulo equilatero como
mostra a figura 14



Figura 14:Representa¢do dos dominios das curvas no plano

D
D .'|'.

FONTE: Autor
As notacBes Da, D3 e Dy séo respectivamente os dominios das tais curvas «,

B ey cujosseus comprimentos sdo 7 assim temos que, a area desse triangulo é

L2v3por se tratar de um

2 8

triangulo equilatero. Por outro lado, a area do triangulo contido na esfera da figura

14 é 7 visto
2

que se trata da 8? parte da esfera cuja area é 4mr2 com r = 1. Portanto, as duas areas
ndo coincidem, isto €, a area, como queriamos verificar de modo particular, ndo se
preserva ao trazeras curvas a, 8 e y de volta aos seus dominios. Pode-se constatar isso
de varios outros modos, isto €, analisando os angulos internos desse triangulo, ou
outras curvas particulares contidas naesfera ou transporta-las para o plano. Entretanto
iSSO ndo € necessario, pois 0 proprio teorema de Egregium assim como 0s conceitos de
isometria e as propriedades intrinsecas das superficies sdo condicGes naturalmente
necessarias para se cerificar de que neste caso as caracteristicas essenciais da esfera
ndo se mantem pela conducdo ao plano. Estamos agora prontos para responder se uma
folha de papel plana pode ser moldada a formar uma esfera porém sem amagca- la, e a
resposta é ndo pois como vimos no decorrer da pesquisa a curvatura de um plano é
nulaenquanto que a da esfera é uma constante positiva e como uma superficie s6 se
desdobra em outra se ambas forem isométricas o fato de terem curvatura diferente em
todos 0s seus pontos garante que ambas ndo mantém distancias, angulos e nem éreas.
Portanto ndo € possivel fazer uma folha plana se moldar de forma esférica. Outra
pergunta que poderiamos responder de modo relacionado é se existe um mapa plano da
Terra que preserva distancias? E a resposta também é ndo, pela mesma razao pela qual

ndo podemos fazer um plano se moldar a uma esferatambém ndo podemos deformar



uma esfera a uma superficie plana pois suas curvaturas gaussianas sao distintas em

todos os seus pontos.

Esse fato pode ser aplicado diversas vezes a outros tipos de superficies, isto
é, podemosprever de modo simples se algumas projecdes sao realmente possiveis

ou se ndo podem ser realizadas dentro de uma certa situacao.

CONCLUSAO

Em poucos o0s aspectos, apresentamos as bases da geometria diferencial,
um dosconceitos recentes da matematica, abordamos de modo simples todos os
principios mais importantes que serviram de base metodologica para
encontrarmos a resposta sob a qual tanto queriamos ao longo deste estudo que é
mostrar como algumas superficies ndo podem ser perfeitamente projetadas em
outras mais especificamente, como uma esfera nao se desenrola em uma faixa de
plano. Nos certificamos disso através das muitas contribui¢cdes bibliograficas na
qual nos respaldamos para construir esse conhecimento. Em outras palavras, todos
0s nossos estudos fundamentados em autores de obras cientificas como livros,
revistas, artigos e monografias foram de suma importancia para deparar-nos com a

chave do nosso problema.

Entretanto, claro que ndo se pode deixar de ressaltar que, a geometria
diferencial apresenta uma gama extensa de conteudo, de conhecimentos nédo
abordados neste trabalho como por exemplo, a teoria global das superficies, no
qual trabalha-se com o tensor de Riemannque auxilia na analise geométrica em
dimensdes maiores que a terceira dimensdo fundamental para s construcdo das
geometrias ndo euclidianas e serviu de apoio para a teoria da relatividadegeral de
Einstein. Outrossim, de um certo modo, ha no¢bes ainda ndo exploradas assim
como em toda matematica que precisam discutidas e avaliadas de uma forma mais

abrangente. Podemos desse modo, tratar desses assuntos em trabalhos futuros.
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